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РЕЗЮМЕ

В данной статье представлены основные свойства M -субгармонической функции и доказано,
что если срез-функция является M -гармонической на единичном шаре (поликруге), то функ-
ция является плюригармонической.
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Пусть Cn —комплексное пространство (n ≥ 1), B = {z ∈ Cn : |z| < 1}—открытый единичный шар
в Cn с центром в начале координат, граница которого является сферой

S = {z ∈ Cn : |z| = 1} .

Когда n = 1, единичный поликруг в C будет обозначаться через U , а для n > 1

Un = {z ∈ Cn : |zj | < 1, j = 1, 2, . . . , n} (1)

Множество Tn = {z ∈ Cn : |zj | = 1, j = 1, 2, . . . , n} называется выделенной границей Un.
Как известно, функция f(z) ∈ C2(D) называется плюригармонической в D, если она удовлетворяет

следующим n2-дифференциальным уравнениям

∂2f(z)

∂zi ∂z̄j
= 0 (i, j = 1, . . . , n).

Действительная функция f(z), −∞ ≤ f(z) <∞ определенная в окрестности точки z0, называется
полунепрерывной сверху в этой точке, если для любого ε > 0 найдется δ > 0 такое, что

lim
z→z0

f(z) ≤ f(z0) (1)

Определение 1.Функция f(z) : B → [−∞,∞) называется M-гармонической (M-субгармонической)
в шаре B, если она удовлетворяет условиям: а) f(z) полунепрерывна сверху в B; б) для каждой точки
z ∈ B имеет место равенство (неравенство)

f(a) =

∫
S

f(ϕa(rt)) dσ(t)(f(a) ≤
∫
S

f(ϕa(rt)) dσ(t)) (2)

для всех a ∈ B достаточно малого радиуса r сферы σ.
Определение 2. Пусть B-единичный шар в Cn. Функция f(z) ∈ C2(B) называется M-

гармонической (M-субгармонической) в B, если ∆̃f(z) = 0 (∆̃f(z) ≥ 0) в B, где

∆̃f(z) =
4(1− |z|2)

n+ 1

n∑
i,j=1

(δij − zizj)
∂2f(z)

∂zi ∂zj
(3)
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(здесь δij = 0 при i 6= j, δii = 1) инвариантный лапласиан в B [5].
Определение 3. Пусть Un-единичный поликруг в Cn. Функция f(z) ∈ C2(Un) называется M-

гармонической (M-субгармонической) в Un, если ∆̃f(z) = 0 (∆̃f(z) ≥ 0) в Un, где

∆̃ f(z) = 2

n∑
j=1

(1− |zj |2)2 ∂
2f(z)

∂zj ∂zj
(4)

инвариантный лапласиан в Un [4].
Изучение теории гармонических функций с учетом инвариантного лапласиана активизировалось в

1960-х годах благодаря работам Фюрстенберга ([8], [9]), где появилось интегральное представление Пуан-
каре для ограниченных гармонических функций на симметричных пространствах, а также расширение
классической теоремы Фату ([12]) на интегралы Пуанкаре для шара и ограниченных симметричных об-
ластей Кораньи ([10]), Штейна и Вайса ([11], [13]). С тех пор проводятся активные исследования инвари-
антных гармонических функций и, в последнее время, теории инвариантного потенциала в целом.

У. Рудин в работе [3] получил следующий результат: если функция u(z) гармоническая и M-
гармоническая в B, является плюригармонической в B.

Р.М. Мадрахимов и М.Д. Ваисова в работе [15] доказали следующую теорему: если функция u(z)
гармоническая и M-субгармоническая в B, то является плюригармонической в B.

Основные результаты работы

Цель данной работы - сформулировать свойства M-субгармонических функций на шаре B и дока-
зать следующую теорему о плюригармонических функциях в шаре B (поликруге Un).

Свойство 1. Любая линейная комбинация с положительными коэффициентами M-
субгармонических функций является M-субгармонической функцией.

Доказательство свойства 1. Докажем, что произведение M-субгармонической функции на поло-
жительную константу снова является M-субгармонической функцией.

Действительно, при умножении на положительную постоянную полунепрерывность сверху
lim
z→z0

µf(z) ≤ µf(z0), так и условие µf(z) ≤
∫
S
µf(ϕz(rt)) dσ(t) сохраняются.

Теперь докажем, что сумма двух M-субгармонических функций есть M-субгармоническая функция.
Пусть f(z) и h(z)-M-субгармонические функции. Функции f(z) и h(z) полунепрерывны сверху, т.

е. выполняются lim
z→z0

f(z) ≤ f(z0) и lim
z→z0

h(z) ≤ h(z0). Также выполняются f(z) ≤
∫
S
f(ϕz(rt)) dσ(t) и

h(z) ≤
∫
S
h(ϕz(rt)) dσ(t).

Отсюда следует, что lim
z→z0

f(z) + lim
z→z0

h(z) = lim
z→z0

[f(z) + h(z)] ≤ f(z0) + h(z0) и f(z) + h(z) ≤∫
S
f(ϕz(rt)) dσ(t)+

∫
S
h(ϕz(rt)) dσ(t) =

∫
S

[f(ϕz(rt))+h(ϕz(rt))] dσ(t). Таким образом, f(z)+h(z) является
M-субгармонической функцией.

Используя это, мы доказываем свойство 1. Пусть функции fj(z) (j = 1, ..., n)- M-субгармонические
функции, а λj (j = 1, ..., n) - положительные действительные числа. Тогда λj · fj(z), (j = 1, . . . , n)
является M-субгармонической функцией.

Из этих свойств непосредственно следует доказательство свойства 1.
Свойство 2. Верхняя огибающая конечного числа M-субгармонических функций есть M-

субгармоническая функция.
Доказательство свойства 2. В самом деле, пусть

F (z) = max{f1(z), f2(z), . . . , fN (z)} (5)

есть верхняя огибающая M-субгармонических функций fj(z), (j = 1, 2, . . . , N). Очевидно, что F (z) полу-
непрерывна сверху, потому что fj(z) полунепрерывны сверху. Далее легко проверить выполнение условия
(2) для F (z).

Действительно, fj(z) ≤ F (z), где j = 1, ..., N . Следовательно,

fj(z) ≤
∫
S

fj(ϕz(rt)) dσ(t) ≤
∫
S

F (ϕz(rt)) dσ(t) (6).
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Так как последнее неравенство справедливо для всех fj(z), то, в частности,

F (z) ≤
∫
S

F (ϕz(rt)) dσ(t) (7),

что и требовалось доказать.
В частности, из этого свойства вытекает, что верхняя огибающая конечного числа M-гармонических

функций есть M-субгармоническая.
Свойство 3. Равномерно сходящаяся последовательность M-субгармонических функций имеет сво-

им пределом M-субгармоническую функцию.
Доказательство свойства 3. Пусть {fn(z)} - заданная функциональная последовательность, а

f(z) равномерно сходящаяся к предельной функции, т.е. lim
n→∞

fn(z) = f(z), fn(z) ⇒ f(z).

Покажем, что первая является полунепрерывной сверху функцией. {fn(z)} - M-субгармонические
функции, значит, они полунепрерывны сверху, т.е., lim

z→z0
fn(z) ≤ fn(z0) (для всех j = 1, 2, . . . ). Отсюда и

из lim
n→∞

fn(z) = f(z) следует

lim
n→∞

lim
z→z0

fn(z) = lim
z→z0

lim
n→∞

fn(z) = lim
z→z0

f(z) ≤ lim
n→∞

fn(z0) = f(z0) (8).

Следовательно, f(z) - полунепрерывная сверху функция.
Теперь покажем, что условие (2) выполняется для предельной функции.
Поскольку {fn(z)} - M-субгармонические функции, известно, для любой функции последователь-

ности выполняется неравенство

fn(z) ≤
∫
S

fn(ϕz(rt)) dσ(t) (9).

Поскольку оно сходится равномерно, можно перейти к пределу под знаком интеграла

lim
n→∞

fn(z) = f(z) ≤ lim
n→∞

∫
S

fn(ϕz(rt)) dσ(t) =

∫
S

lim
n→∞

fn(ϕz(rt)) dσ(t) =

∫
S

f(ϕz(rt)) dσ(t) (10).

Отсюда получаем f(z) ≤
∫
S
f(ϕz(rt)) dσ(t). Итак, свойство доказано.

Пусть f(z)- дважды дифференцируемая функция (то есть f(z) ∈ C2(B)). Чтобы изучить поведение
этой функции в различных направлениях внутри шара (поликруге), вводится понятие срез-функции.

Срез-функция определяется следующим образом:

fa,b(λ) = f(a+ λb)

где a ∈ B (a ∈ Un), b ∈ Cn. Срез-функция определяется для всех значений λ ∈ C, таких что точка
la,b = a+ λb ∈ B (la,b = a+ λb ∈ Un). Согласно этому определению, функция fa,b(λ) становится функцией
одной переменной по комплексному параметру λ.

Теорема 1. Функция f(z) : B → R является плюригармонической, если каждая функция fa,b(λ)
является M-гармонической в пересечении B и la,b.

Доказательство теоремы 1. Поскольку у нас n = 1, то (3) принимает следующий вид:

∆̃f(z) = 2(1− |z|2)

(
∂2f(z)

∂z∂z̄
− zz̄ ∂

2f(z)

∂z∂z̄

)
= 2(1− |z|2)2 ∂

2f(z)

∂z∂z̄
. (11).

Согласно гипотезе теоремы, функция fa,b является M-гармонической. Это означает, что отображе-
ние la,b(λ) = a + λb является голоморфным, и функция fa,b = f ◦ la,b(λ) получается как суперпозиция
функции f и голоморфного отображения la,b(λ). Если применить цепные правила из ([5], ст 9, уравнения
(1.1) и (1.2)) дважды для функции fa,b = f ◦ la,b(λ), то выражение (3) примет следующий вид:

(∆̃fa,b)(0) = ∆̃(f ◦ la,b)(0) = 2(1− |a|2)2
n∑

i,j=1

bj b̄i
∂2f(a)

∂ai ∂āj
= 0. (12).
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Обозначим через Hf (a) комплексный гессиан функции f в точке a, то есть матрицу размером n×n,
элементы которой имеют вид:

Hf (a) =


∂2f

∂a1∂ā1

∂2f
∂a2∂ā1

· · · ∂2f
∂an∂ā1

∂2f
∂a1∂ā2

∂2f
∂a2∂ā2

· · · ∂2f
∂an∂ā2

...
...

. . .
...

∂2f
∂a1∂ān

∂2f
∂a2∂ān

· · · ∂2f
∂an∂ān

 .

Тогда формула (12) может быть переписана в более компактном виде как:

(∆̃fa,b)(0) = 2(1− |a|2)2〈Hf (a)b, b〉 = 0, (13)

где 〈z, w〉 =
∑n
i=1 ziwi обозначает эрмитово скалярное произведение в Cn, а |z| = 〈z, z〉 12 .

Известно, что 1 − |a|2 > 0 для всех a ∈ B. Из этого следует, что все функции fa,b являются M-
гармоническими в том и только в том случае, если комплексный гессиан функции f в каждой точке
a ∈ B равен нулю, то есть

Hf (a) = 0 для всех a ∈ B.

А это, в свою очередь, эквивалентно тому, что все вторые смешанные производные функции f
по переменным ai ∈ B и сопряжённым переменным ai ∈ B равны нулю для всех индексов , то есть
выполняется условие:

∂2f

∂ai∂āj
= 0 (i, j = 1, . . . , n). (14)

Таким образом, можно сделать окончательный вывод: функция f является плюригaрмонической в
B, так как выполнение равенства (14) и обнуление комплексного гессиана означают, что f удовлетворяет
определению плюригaрмонической функции.

Теорема 2. Функция f(z) : Un → R является плюригармонической, если каждая функция fa,b(λ)
является M-гармонической в пересечении Un и la,b.

Доказательство теоремы 2. Мы доказываем теорему 2 так же, как и теорему 1, поскольку
∆̃B = ∆̃U , при n = 1. По условию теоремы, fa,b является M-гармонической функцией. Как и в теореме 1,
если мы дважды применим правила цепочки к функции fa,b = f ◦ la,b(λ), то (12) вытекает из (4).

Тогда выражение (12) преобразуется в (13). Это означает, что все функции fa,b являются M-
гармоническими тогда и только тогда, когда комплексный Гессиан функции f , Hf (a), равен нулю для
всех точек a ∈ Un, то есть, когда выполняется равенство (14).

Таким образом, f является плюригармонической функцией в Un.
Хотя теоремы 1 и 2 имеют схожую структуру и идеи, мы предпочитаем рассматривать их отдельно,

так как шар B и поликруг Un не являются биголоморфными.
Из этих теорем вытекают следующие следствия:
Следствие 1. Функция f(z) : B → R (f(z) : Un → R) является гармонической, если каждая

функция fa,b является M-гармонической в пересечении B и la,b (Un и la,b).
Следствие 2. Функция f(z) : B → R (f(z) : Un → R) является M-гармонической, если каждая

функция fa,b является M-гармонической в пересечении B и la,b (Un и la,b).
Определим Λ следующим образом:

Λf(z) =

n∑
i,j=1

ziz̄j
∂2f(z)

∂zi ∂z̄j

Следствие 3. Пусть функция fa,b удовлетворяет условию Λfa,b = 0 в пересечении B и la,b. Тогда
функция f(z) является плюригармонической.

Подводя итоги статьи, можно сказать, что изучены свойства M-субгармонических функций, ана-
логичные свойствам субгармонических функций. В теоремах 1 и 2 даны критерии плюригармоничности
функций, определенных на единичном шаре и поликруге соответственно.
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REZYUME

Ushbu maqolada M -subgarmonik funksiyaning asosiy xossalari va agar birlik sharda (polidoirada)
kesim-funksiya M -garmonik bo’lsa, u holda funksiya plyurigarmonik ekanligi isbotlangan.

Kalit so‘zlar: kesim-funksiya, garmonik funksiya, subgarmonik funksiya, plyurigarmonik funksiya,
M -garmonik funksiya, M -subgarmonik funksiya.

RESUME

This article presents the basic properties of the M -subharmonic function and proves that if the slice
function is M -harmonic on the unit ball (polydisc), then the function is pluriharmonic.

Key words: slice function, harmonic function, subharmonic function, pluriharmonic function, M -
harmonic function, M-subharmonic function.
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