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HA2
-WEAKLY PERIODIC P -ADIC GENERALIZED GIBBS MEASURES FOR THE

ISING MODEL WITH AN EXTERNAL FIELD ON THE CAYLEY TREE OF ORDER
TWO

Abdukaxorova Z. T.
Namangan State University, Namangan
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RESUME

In this work, we study HA2
-weakly periodic p-adic generalized Gibbs measures for the Ising model

with an external field on the Cayley tree of order two. In the case |A| = 2, we prove that at least
one unbounded measure of this kind exists for the model. Moreover, we demonstrate that for any
odd prime p, a phase transition occurs in the considered model.

Key words: p-adic number, Gibbs measure, Cayley tree, p-adic Ising model with an external field,
HA2-weakly periodic p-adic generalized Gibbs measure, phase transition.

Introduction

It is widely known that the set of Gibbs measures of a given model is the primary focus of research
in classical (rigorous) statistical mechanics based on the measure-theoretical scheme [1]. Such a method relies
on Kolmogorov’s probability theory axioms [2]. p-adic probability, on the other hand, represents a distinct
probability-like structure that has recently emerged in theoretical physics [4,5]. These probabilities naturally
arise in p-adic physical models, such as the p-adic string proposed by Volovich [22].

This paper investigates weakly periodic p-adic generalized Gibbs measures for the p-adic Ising model with
an external field on a Cayley tree. This model is known to have wide-ranging applications in various fields of
applied and theoretical sciences. However, this study uniquely focuses on the phase transition within weakly
periodic (in particular, non-periodic) p-adic generalized Gibbs measures, an area that has not been previously
explored. The existence of a phase transition in models on hierarchical trees is commonly analyzed using the
renormalization group (RG) technique, which involves constructing hierarchical lattices and models governed
by p-adic rational functions. For the p-adic Ising and Potts models, it has been shown in [8, 9, 11-13] that a
significant relationship exists between the phase transition and the chaotic behavior of the RG transformation.

In this paper, we study weakly periodic p-adic generalized Gibbs measures (associated with normal
subgroups of index two, specifically when |A| = 2) of the Ising model with an external field on the Cayley tree
of order two. Furthermore, we prove the existence of a phase transition for the model.

Preliminaries p-adic Numbers and p-adic Measure

Let Q be the field of rational numbers. For a fixed prime number p, any nonzero rational number x ∈ Q
can be represented in the form

x = pr
n

m
,

where r ∈ Z, n ∈ Z, m ∈ N, and both n and m are integers not divisible by p. The p-adic norm of x is defined
as

|x|p = p−r.

Additionally, the p-adic norm of zero is defined by

|0|p = 0.

3
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This norm is non-Archimedean, i.e., it satisfies the strong triangle inequality :

|x+ y|p ≤ max{|x|p, |y|p}, for all x, y ∈ Q.

The completion of Q with respect to the p-adic norm yields the p-adic number field, denoted by Qp.
Every nonzero element x ∈ Qp has a unique canonical representation of the form:

x = pγ(x)(x0 + x1p+ x2p
2 + · · · ),

where γ(x) ∈ Z and the digits xj ∈ {0, 1, . . . , p− 1}, with x0 6= 0. In this case, the p-adic norm is given by

|x|p = p−γ(x).

For a ∈ Qp and r > 0, define the open p-adic ball as

B(a, r) = {x ∈ Qp : |x− a|p < r}.

The p-adic exponential is also defined by

expp(x) =

∞∑
n=0

xn

n!
,

which converges for x ∈ B(0, 1
2 ) if p = 2, and for x ∈ B(0, 1) if p 6= 2.

Lemma 1 ( [7,21]). Let x ∈ B(0, p−1/(p−1)). Then the following equalities hold:

| expp(x)|p = 1, | expp(x)− 1|p = |x|p < 1.

In [14], the authors introduced a new symbol ”o” to facilitate the computation of p-adic norms. This
symbol generalizes the notation ≡ (mod pk), without explicitly referencing the exponent k. Let us recall the
main idea behind this notation. Given a p-adic number x, the expression o[x] denotes a p-adic number with
norm strictly less than p−γ(x), i.e.,

|o(x)|p < |x|p.

Example. If x = 1 − p + p2, then one can write o[1] = x − 1 or o[p] = x − 1 + p. Thus, the symbol o[·]
provides a convenient tool to simplify calculations involving p-adic numbers.

Define the following subset of Qp

Ep =
{
x ∈ Qp : |x− 1|p < p−1/(p−1)

}
.

We recall the definitions of p-adic integers and units:

Zp = {x ∈ Qp : |x|p ≤ 1}, Z∗p = {x ∈ Qp : |x|p = 1}.

The following result is a classical and widely used statement, known as Hensel’s Lemma:
Lemma 2 (Hensel’s Lemma [21]). Let f(x) = c0 + c1x+ · · ·+ cnx

n be a polynomial with coefficients in
Zp. Let f ′(x) = c1 + 2c2x+ 3c3x

2 + · · ·+ ncnx
n−1 denote its derivative. Suppose a ∈ Zp satisfies the conditions

f(a) ≡ 0 (mod p), f ′(a) 6≡ 0 (mod p).

Then there exists a unique root x ∈ Zp of f(x) such that

x ≡ a (mod p).

A more detailed exposition of p-adic analysis and its applications in mathematical physics can be found
in [20,21].

4
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Let (X,B) be a measurable space, where B is an algebra of subsets of X. A function µ : B → Qp is called
a p-adic measure if for any finite collection A1, A2, . . . , An ∈ B of pairwise disjoint sets, i.e., Ai ∩ Aj = ∅ for
i 6= j, the following additivity condition holds:

µ

 n⋃
j=1

Aj

 =

n∑
j=1

µ(Aj).

A p-adic measure µ is called a probability measure if µ(X) = 1. One important property is boundedness:
a p-adic measure µ is said to be bounded if

sup{|µ(A)|p : A ∈ B} <∞.

It is worth noting that p-adic probability measures are not necessarily bounded in general.
For more detailed information on p-adic measures, we refer the reader to [6,20].

Cayley Tree

The Cayley tree Γk of order k ≥ 1 is an infinite tree in which each vertex is connected to exactly k+ 1
neighbors. A more detailed description of the Cayley tree Γk can be found in [19].

Fix a vertex x0 ∈ Γk. Define the following sets (see [19]):

Wn = {x ∈ V : d(x, x0) = n}, Vn =

n⋃
m=0

Wm, Ln = {〈x, y〉 ∈ L : x, y ∈ Vn},

S(x) = {y ∈Wn+1 : d(x, y) = 1}, x ∈ Vn,

S1(x) = {y ∈ V : d(x, y) = 1}, x↓ = S1(x) \ S(x).

p-adic Gibbs measures for the Ising model with an external field

We consider the Ising model with an external field on the Cayley tree. Let Φ = {−1, 1}. A configuration
σ on A ⊂ V is defined by the function x ∈ A → σ(x) ∈ Φ. The set of all configurations on A is denoted by
ΩA = ΦA, and ΩV := Ω.

A p-adic Hamiltonian in Vn, i.e., a function Hn : ΩVn → Qp, for the Ising model with an external field is
given by

Hn(σn) = J
∑

〈x,y〉∈Ln

σ(x)σ(y) + α
∑
x∈Vn

σ(x), (1)

where J, α ∈ B(0, p−1/(p−1)) \ {0}.
We define a function ĥ : x ∈ V → ĥx ∈ Qp, and consider p-adic probability measure µ(n)

ĥ
on ΩVn defined

by

µ
(n)

ĥ
(σn) =

1

Z
(ĥ)
n

expp{Hn(σn)}
∏
x∈Wn

ĥϕ(x)
x n = 1, 2, . . . , (2)

where Z(ĥ)
n is the normalizing constant

Z(ĥ)
n =

∑
σn(x)∈ΩVn

expp{Hn(σn)}
∏
x∈Wn

ĥϕ(x)
x . (3)

A p-adic probability measure µ(n)

ĥ
is said to be compatable if for all n ∈ N and σn−1 ∈ ΩVn−1

, we have∑
ϕ(n)∈ΩWn

µ
(n)

ĥ
(σn−1 ∨ ϕ(n)) = µ

(n−1)

ĥ
(σn−1). (4)

5
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In this case, by the p-adic analogue of the Kolmogorov theorem [15], there exists a unique splitting p-adic
measure µĥ on the set Ω such that µh ({σ|Vn ≡ σn}) = µ

(n)
h (σn) for all n ∈ N and σn ∈ ΩVn . Such a limiting

p-adic measure generated by (2) is called a p-adic generalized Gibbs measure. We note that if ĥx ∈ Ep for all
x ∈ V , then the corresponding measure is called a p-adic Gibbs measure (see [8,13]). Clearly, every p-adic Gibbs
measure is a p-adic generalized Gibbs measure; however, there exist p-adic generalized Gibbs measures which
are not p-adic Gibbs measures.

If there exist at least two distinct p-adic Gibbs measures, one of which is bounded and the other
unbounded, then a phase transition is said to occur. Furthermore, a quasi phase transition is said to occur
if there exist two different functions s and h such that the corresponding measures µs and µh exist and are
either both bounded or both unbounded (see [10]).

The following statement describes the condition on h guaranteeing compatibility of the sequence of
probability distributions {µ(n)

h }n≥1.

Theorem 1. [16] The sequence of p-adic probability distributions {µ(n)
h }n≥1, determined by formula (2),

is consistent if and only if for any x ∈ V \ {x0}, the following equation holds:

ĥx = ηk+1
∏

y∈S(x)

θĥy + 1

ĥy + θ
, (5)

where θ = expp(2J), η = expp

(
2α
k+1

)
, and ĥx = η · expp(2hx).

Note that, based on this theorem, the task of characterizing p-adic Gibbs measures is simplified to finding
the solutions of the functional equation (5).

HA-weakly periodic p-adic generalized Gibbs measure

Let G∗k be a normal subgroup with index r ≥ 1 of the group Gk and Gk/G∗k = {H0, H1, ...,Hr−1} be a
quotient group (see [19]).

Definition 1. A set h = {hx, x ∈ Gk} of quantities is called G∗k-periodic if hx = hi, for all x ∈ Hi. A
G∗k-periodic function is called translation-invariant.

Definition 2.A set of quantities h = {hx, x ∈ Gk} is called G∗k-weakly periodic if hx = hij , for any
x ∈ Hi and x↓ ∈ Hj .

Definition 3. A p-adic generalized Gibbs measure µh is said to be G∗k-(weakly) periodic if it corresponds
to a G∗k-(weakly) periodic h. A Gk-periodic p-adic generalized Gibbs measure is called a translation-invariant
p-adic generalized Gibbs measure.

Note that any normal divisor of index two of the group Gk has the following form

HA = {x ∈ Gk :
∑
i∈A

ωx(ai) is an even number},

where ∅ 6= A ⊆ Nk = {1, 2, 3, ..., k + 1}, and ωx(ai) is the number of letters ai in a word x ∈ Gk. The subgroup
HA is a normal subgroup of the group Gk (see [19]). It can be verified that the form of a weakly periodic Gibbs
measure depends on the choice of the normal subgroup HA of Gk. Note that when |A| = k + 1, i.e., A = Nk,
the notion of weakly periodicity coincides with that of the usual periodicity (here, |A| denotes the cardinality
of the set A). Therefore, we restrict our attention to the case where A ⊂ Nk and A 6= Nk. Under this condition,
an HA-weakly periodic collection {hx}x∈Gk takes the following form:

hx =


h00, if x ∈ H0, x↓ ∈ H0,
h01, if x ∈ H0, x↓ ∈ H1,
h10, if x ∈ H1, x↓ ∈ H0,
h11, if x ∈ H1, x↓ ∈ H1,

(6)

i.e., Gk/HA = {H0, H1}, where H0 = HA and H1 = Gk \HA.

6
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In [16], translation-invariant and G
(2)
2 -periodic p-adic generalized Gibbs measures for the Ising model

with an external field on the Cayley tree were studied. It was shown that if p ≡ 1(mod 4), then there exist three
translation-invariant and two non-translation-invariant (i.e., G(2)

2 -periodic) p-adic generalized Gibbs measures.
In contrast, if p ≡ 3 (mod 4) with p 6= 3, then there exists a unique translation-invariant p-adic generalized Gibbs
measure. In [17], we considered HA-weakly periodic p-adic generalized Gibbs measures for the case |A| = 1, i.e.,
the normal subgroup of index two in the group Gk was of the following form:

HA1
= {x ∈ Gk : ωx(ai) ≡ 0 (mod 2)} , i ∈ {1, 2, 3}

that is, the number of occurrences of the letter ai in the word x is even.
In the present paper, we aim to investigate HA2

-weakly periodic (in particular, non-periodic) p-adic
generalized Gibbs measures for the Ising model with an external field on the Cayley tree of order two, specifically
focusing on the case |A| = 2. In this case, the normal subgroup of index two in the group Gk is given by:

HA2
= {x ∈ Gk : (ωx(ai) + ωx(aj)) ≡ 0 (mod 2)} , i, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j,

that is, the total number of letters ai and aj in the word x is even. By (5), we have

ĥ00 = η3
(
θĥ10+1

ĥ10+θ

)2

,

ĥ01 = η3 θĥ00+1

ĥ00+θ
· θĥ01+1

ĥ01+θ
,

ĥ10 = η3 θĥ11+1

ĥ11+θ
· θĥ10+1

ĥ10+θ
,

ĥ11 = η3
(
θĥ01+1

ĥ01+θ

)2

.

(7)

It is easy to verify that the following sets are invariant under the mappingW , which is defined by the right-hand
side of equation (7):

I1 = {(ĥ00, ĥ01, ĥ10, ĥ11) ∈ Q4
p : ĥ00 = ĥ01 = ĥ10 = ĥ11},

I2 = {(ĥ00, ĥ01, ĥ10, ĥ11) ∈ Q4
p : ĥ00 = ĥ11, ĥ01 = ĥ10}.

On the set I1, the solutions of equation (7) coincide with the translation-invariant solutions which are studied
in [16].

On the set I2, the system of equations (7) can be rewritten as follows:
ĥ00 = η3

(
θĥ01+1

ĥ01+θ

)2

,

ĥ01 = η3 θĥ00+1

ĥ00+θ
· θĥ01+1

ĥ01+θ
.

(8)

The system of equations, is similar to (8), was studied in [17]. In [17], it was shown that a similar system exists
at least one HA1

-weakly periodic (non-periodic) solution as follows:

ĥx =


− θ+η3

θη3+1 , if x ∈ H0, x↓ ∈ H0,
1
η3 , if x ∈ H0, x↓ ∈ H1,
1
η3 , if x ∈ H1, x↓ ∈ H0,

− θ+η3

θη3+1 , if x ∈ H1, x↓ ∈ H1.

(9)

Using similar methods as in [17], we obtain the followingHA2-weakly periodic (in particular, non-periodic)
solution of (8):

ĥx =


1
η3 , if x ∈ H0, x↓ ∈ H0,

− θ+η3

θη3+1 , if x ∈ H0, x↓ ∈ H1,

− θ+η3

θη3+1 , if x ∈ H1, x↓ ∈ H0,
1
η3 , if x ∈ H1, x↓ ∈ H1.

(10)

7
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Remark 1.We note that, according to Appendex A, the HA1-weakly periodic solution and the HA2-weakly
periodic solution are different. Hence, these solutions determine different weakly periodic p-adic generalized Gibbs
measures.

Using this solution, we get the following theorem:
Theorem 2. For the Ising model with an external field, there exist at least one HA1

-weakly periodic
(non-periodic) and one HA2-weakly periodic (non-periodic) p-adic generalized Gibbs measure on the Cayley tree
of order two.

Proof. The proof of the existence of at least one HA1
-weakly periodic (non-periodic) p-adic generalized

Gibbs measure is given in [17]. Therefore, we provide the proof for the existence of an HA2-weakly periodic
(non-periodic) p-adic generalized Gibbs measure.

The solution given in (10) is an HA2
-weakly periodic (non-periodic) solution of the system (7). According

to Definition 3, this implies the existence of an HA2 -weakly periodic (non-periodic) p-adic generalized Gibbs
measure for the p-adic Ising model with an external field on the Cayley tree of order two.

The theorem is proved.
Remark 2.
1. We note that the Gibbs measures depend on the choice of the normal subgroup HA of Gk. This implies

that selecting different values of |A| corresponds to choosing different subgroups HA, which in turn leads to
different systems of equations and, consequently, to different types of HA-weakly periodic Gibbs measures. The
set of weakly periodic Gibbs measures also contains the set of periodic Gibbs measures, including, in particular,
the translation-invariant Gibbs measures.

2. Translation-invariant p-adic generalized Gibbs measures for the Ising model on the Cayley tree of order
two were studied in [16].

3. In particular, when |A| = 1, the corresponding HA1
-weakly periodic Gibbs measures have been studied

in [17]. In [17], we establish the existence of at least one HA1
-weakly periodic p-adic generalized Gibbs measure

for the Ising model on the Cayley tree of order two.
4. If |A| = k + 1, then the HAk+1

-weakly periodic Gibbs measure coincides with the G(2)
k -periodic Gibbs

measure. In [16], the authors studied G(2)
2 -periodic Gibbs measures for the Ising model on the Cayley tree of

order two.
Now we turn to the investigation of the boundedness of the above-established HA2 -weakly periodic p-adic

generalized Gibbs measure.
Theorem 3. Let p ≥ 3. For the Ising model with an external field on the Cayley tree of order two,

there exists at least one unbounded HA1
-weakly periodic (non-periodic) and at least one unbounded HA2

-weakly
periodic (non-periodic) p-adic generalized Gibbs measure µhx .

Proof Assume p ≥. In [17], we proved the existence of at least one unbounded HA1-weakly periodic (non-
periodic) p-adic generalized Gibbs measure. Hence, we will show at least one unbounded HA2

-weakly periodic
(non-periodic) p-adic generalized Gibbs measured. Using (2), we get

|µ(n)

ĥx
(σn)|p =

∣∣∣∣∣ 1

Z
(ĥx)
n

∣∣∣∣∣
p

·

∣∣∣∣∣expp{Hn(σn)}
∏
x∈Wn

ĥϕ
(n)(x)
x

∣∣∣∣∣
p

.

According to Lemma 1, we have
∣∣expp{Hn(σn)}

∣∣
p

= 1. Since θ ∈ Ep and η ∈ Ep, we obtain
∣∣∣ 1
η3

∣∣∣
p

=∣∣∣− θ+η3

θη3+1

∣∣∣
p

= 1. Using these results and the equality (22) in [17] we rewrite the p-adic norm of the measure as

follow:

|µ(n)

ĥx
(σn)|p =

∣∣∣∣∣ (θĥ00 + 1)(ĥ00 + θ)

θĥ00

∣∣∣∣∣
2−2n

p

·

∣∣∣∣∣ (θĥ01 + 1)(ĥ01 + θ)

θĥ01

∣∣∣∣∣
1−2n−1

p

·

∣∣∣∣∣ 1

Z
(ĥx)
1

∣∣∣∣∣
p

. (11)

It is easy to check that

0 <
∣∣∣Z(ĥx)

1

∣∣∣
p
≤ 1,

8
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|θĥ01 + 1|p =

∣∣∣∣ 1− θ2

θη3 + 1

∣∣∣∣
p

< 1,

|ĥ01 + θ|p =

∣∣∣∣η3(θ2 − 1)

θη3 + 1

∣∣∣∣
p

< 1, |θĥ01|p = 1,

|θĥ00 + 1|p =

∣∣∣∣θ + η3

η3

∣∣∣∣
p

≤ 1,

|ĥ00 + θ|p =

∣∣∣∣θη3 + 1

η3

∣∣∣∣
p

≤ 1, |θĥ00|p = 1.

From last results we get

lim
n−→∞

|µ(n)

ĥx
(σn)|p =∞. (12)

This completes the proof.
We remark that the following statements are known for the Ising model with an external field:
1. In [16], the author showed that for any odd prime p, there exists a unique bounded translation-invariant

p-adic generalized Gibbs measure.
2. In [17], it was shown that for any prime p, there exists at least one unbounded HA1

-weakly periodic
p-adic generalized Gibbs measure.

3. According to Theorem 3, there exists at least one unbounded HA2
-weakly periodic p-adic generalized

Gibbs measure.
Using these facts we get the following result:
Theorem 4. For any odd number p, a phase transition occurs in the Ising model with an external field

on the Cayley tree of order two.

Appendix A

In this section, we prove that the measures defined by (9) and (10) are distinct.
Preposition 1. The measures corresponding to (10) and (9) are distinct.

Proof. To this end, let µ(1)
n and µ(2)

n denote the sequences of p-adic probability distributions corresponding
to (10) and (9), respectively. Assume that µ(1)

n → µ as n → ∞, which implies limn→∞ |µ(1)
n − µ|p → 0. Our

objective is to demonstrate that limn→∞ |µ(2)
n − µ|p 9 0. By the strong triangle inequality, we have:

|µ(2)
n − µ|p = |µ(2)

n − µ(1)
n + µ(1)

n − µ|p ≤ max{|µ(2)
n − µ(1)

n |p, |µ(1)
n − µ|p}.

Since limn→∞ |µ(1)
n − µ|p → 0, the proof reduces to showing that limn→∞ |µ(2)

n − µ(1)
n |p 6= 0.

Let

h0 = − θ + η3

θη3 + 1
and h1 =

1

η3
. (13)

According to equation (11) and equation (22) in [17], the sequences of p-adic probability distributions
corresponding to (10) and (9) can be expressed as:

µ(1)
n =

(
(θh0 + 1)(h0 + θ)

θh0

)2−2n

·
(

(θh1 + 1)(h1 + θ)

θh1

)1−2n−1

·

· 1

Z
(hx)
1

expp{Hn(σn)}(h0)αn+δn(h1)βn+γn ,

µ(2)
n =

(
(θh1 + 1)(h1 + θ)

θh1

)2−2n

·
(

(θh0 + 1)(h0 + θ)

θh0

)1−2n−1

·

9
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· 1

Z
(hx)
1

expp{Hn(σn)}(h1)αn+δn(h1)βn+γn ,

where αn, βn, γn, δn represent the counts of h00, h01, h10, h11 on Wn, respectively. From Lemma 2.15 in [18], we
have αn + δn = 2n and βn + γn = 2n−1. The p-adic norm of the difference between µ(2)

n and µ(1)
n is given by:

|µ(2)
n − µ(1)

n |p =

∣∣∣∣ (θh1 + 1)(h1 + θ)

θh1

∣∣∣∣1−2n−1

p

·
∣∣∣∣ (θh0 + 1)(h0 + θ)

θh0

∣∣∣∣2−2n

p

|h0|2
n

p |h1|2
n−1

p | expp{Hn(σn)}|p
|Z(hx)

1 |p
·

∣∣∣∣∣
(

(θh0 + 1)(h0 + θ)

(θh1 + 1)(h1 + θ)

)2n−1−1

·
(
h1

h0

)2n−1

− 1

∣∣∣∣∣
p

.

It follows from the results in the proof of Theorem 3 that

lim
n→∞

∣∣∣∣ (θh1 + 1)(h1 + θ)

θh1

∣∣∣∣1−2n−1

p

·
∣∣∣∣ (θh0 + 1)(h0 + θ)

θh0

∣∣∣∣2−2n

p

·

·
|h0|2

n

p |h1|2
n−1

p | expp{Hn(σn)}|p
|Z(hx)

1 |p
=∞. (14)

Applying the strong triangle inequality, we deduce that

lim
n→∞

∣∣∣∣∣
(

(θh0 + 1)(h0 + θ)

(θh1 + 1)(h1 + θ)

)2n−1−1

·
(
h1

h0

)2n−1

− 1

∣∣∣∣∣
p

≤

≤ max

 lim
n→∞

∣∣∣∣∣
(

(θh0 + 1)(h0 + θ)

(θh1 + 1)(h1 + θ)

)2n−1−1

·
(
h1

h0

)2n−1
∣∣∣∣∣
p

, 1

 = 1. (15)

Since η, θ ∈ Ep and by (13) we have∣∣∣∣ (θh0 + 1)(h0 + θ)

(θh1 + 1)(h1 + θ)

∣∣∣∣2n−1−1

p

·
∣∣∣∣h1

h0

∣∣∣∣2n−1

p

=

∣∣∣∣ η9(θ2 − 1)2

(θη3 + 1)3(θ + η3)

∣∣∣∣2
n−1−1

p

.

Consequently, we obtain

lim
n→∞

∣∣∣∣ (θh0 + 1)(h0 + θ)

(θh1 + 1)(h1 + θ)

∣∣∣∣2n−1−1

p

·
∣∣∣∣h1

h0

∣∣∣∣2n−1

p

= 0.

Equations (14) and (15) together imply that

|µ(2)
n − µ(1)

n |p =∞.

This result shows that µ(2)
n 9 µ. Therefore, the measures corresponding to (10) and (9) do not coincide; that

is, they are distinct measures. This concludes the proof.
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REZYUME

Ushbu ishda biz ikkinchi tartibli Keli daraxtidagi tashqi maydonli Izing modeli uchun HA2
-kuchsiz

davriy p-adik umumlashgan Gibbs o‘lchovlarini o‘rganamiz. |A| = 2 bo‘lgan holatda, ushbu model
uchun hech bo‘lmaganda bitta chegaralanmagan HA2

-kuchsiz davriy p-adik umumlashgan Gibbs
o‘lchovi mavjudligini isbotlaymiz. Bundan tashqari, ushbu ishda qaralayotgan modelda ixtiyoriy p
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toq tub son uchun faza o‘tishi sodir bo‘lishini ko‘rsatamiz.

Kalit so‘zlar: p-adik son, Gibbs o‘lchovi, Keli daraxti, tashqi maydonli Ising modeli, HA2
-kuchsiz

davriy p-adik umumlashgan Gibbs o‘lchovi.

РЕЗЮМЕ

В данной работе мы изучаем HA2
-слабо периодические p-адические обобщённые меры Гиббса

для модели Изинга с внешним полем на дереве Кэли второго порядка. В случае |A| = 2 доказы-
вается, что для данной модели существует по крайней мере одна неограниченная мера такого
типа. Кроме того, мы показываем, что при любом нечётном простом числе p в рассматривае-
мой модели происходит фазовый переход.

Ключевые слова: p-адическое число, мера Гиббса, дерево Кэли, модель Изинга с внешним
полем, HA2-слабо периодическая p-адическая обобщённая мера Гиббса, фазовый переход.
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REZYUME

Turizm jаhon iqtisodiyotining eng jаdаl rivojlаnаyotgаn tаrmoqlаridаn biridir. Xаlqаro turizmni
rivojlаntirish qonuniyаtlаrini bilish, uning jаhon sаyyohlik bozoridа munosib o‘rin egаllаshi uchun
zаrurdir. Ushbu mаqolаdа grаflаr nаzаriyаsi yordаmidа Qаshqаdаryo viloyаtidаgi аyrim diqqаtgа
sаzovor joylаrni sаyohаt qilishning optimаl xаritаsini keltirishgа hаrаkаt qildik.

Kalit so‘zlar: Turizm, grаflаr, optimаl xаritа, turizm modeli, mаtemаtik modellаshtirish.

Kirish. O‘zbekiston boy turistik sаlohiyаtgа vа turizmni rivojlаntirishning bаrchа imkoniyаtlаrigа egа,
shu tufаyli mаmlаkаtimizdа turizm sohаsini rivojlаntirish uchun turli chorа tаdbirlаr, Prezidentimiz qаror vа
fаrmonlаri ishlаb chiqilib аmаlgа oshirilmoqdа. O‘zbekiston Respublikаsi Prezidenti SH.M.Mirziyoyevning 2018-
yil 3 -fevrаldаgi "O‘zbekiston Respublikаsining sаyyohlik sаlohiyаtini rivojlаntirish uchun qulаy shаrt-shаroitlаr
yаrаtish bo‘yichа qo‘shimchа tаshkiliy chorа-tаdbirlаr to‘g‘risidа"5326-sonli fаrmoni, "Turizm yo‘nаlishidаgi
islohаtlаrni yаnаdа jаdаllаshtirish vа sohаdа dаvlаt boshqаruvi tizimini sаmаrаli tаshkil qilish chorа-tаdbirlаri
to‘g‘risidаgi"O‘zbekiston Respublikаsi Prezidentining 27.07.2023 yilgi PQ-238 qаrori turizmning rivojlаnishi
postindustriаl jаmiyаt iqtisodiyotining shаkllаnishidа muhim rol o‘ynаydi. [[2],4-9].

Mаtemаtik model. Mаtemаtik muаmmolаrni hаl qilish, mаtemаtik bilimlаr bilаn ishlаsh qobiliyаti -
turlаrni tаnlаshdа, mаrshrutni tuzishdа vа sаyyohlik biznesini yuritishdа yordаm berаdi. Biz mаtemаtikаning
turizm bilаn o‘zаro bog‘liqligini vа mаtemаtikа bilimlаri turizm sohаsidаgi parametrlarni rivojlаntirishdа qаndаy
foydаli bo‘lishi mumkinligini ko‘rsаtmoqchimiz. Modellаshtirish jаrаyonining аsosi mаtemаtik usullаrdir. Bа’zi
bir tizimlаrni ko‘rib chiqаyotgаndа, fikrlаsh nаtijаsidа mа’lum bir formulа, diаgrаmmа, grаfik, chizmа, jаdvаl,
аlgoritm olinаdi, boshqаchа qilib аytgаndа, mаtemаtik modelni yаrаtish tаrtibi аmаlgа oshirilаdi. Keng mа’nodа
mаtemаtik model – bu obyektlаr vа ulаr o‘rtаsidаgi munosаbаtlаrning mаtemаtik vositаlаridаn, shu jumlаdаn
hаrflаr, belgilаr, mаntiqiy belgilаr, nuqtаlаr, chiziqlаr vа boshqаlаrdаn tashkil topgan model. Mаtemаtik
fаnlаrning mаzmunini "mаtemаtik modellаshtirish"mаzmunigа e’tibor qаrаtgаn holdа, tuzish jаrаyonidа turizm
sohаsi uchun mutаxаssislаrni tаyyorlаshdа uzluksizlikni tа’minlаsh besh bosqichdа аjrаlib turаdi: propedevtik,
motivаtsion, nаzаriy, аmаliy vа professionаl.

Аdаbiyotlаr tаhlili. Grаflаr nаzаriyаsining аyrim tushunchаlаri [1, 3]. Ehtimol, birinchi sаyyohlаrgа
bo‘g‘liq mаsаlа, mаtemаtikа fаnining yаngi turi - grаflаr nаzаriyаsigа аsos solgаndir. Bu Konigsberg ko‘priklаri
bilаn bog‘liq mаsаlа edi.

G (V,E) – grаf deyilаdi аgаrdа u ikki bo‘sh bo‘lmаgаn chekli to‘plаm birikishidаn iborаt obyekt bo‘lsа,
V -to‘plаm grаfning uchi (tuguni, nuqtаsi) vа V -to‘plаmdаn olingаn elementlаrning bir nechа jufti E ⊆ V × V
to‘plаmning qirrаsi deb аtаlаdi, аgаr juftlik tаrtiblаnmаgаn elementdаn iborаt bo‘lsа, аgаr juftlik tаrtiblаngаn
elementdаn iborаt bo‘lsа, u yoy deyilаdi. Birinchi holdа to‘plаm mаnfiy yo‘nаlishgа egа bo‘lsа, ikkinchi holdа
musbаt yo‘nаltirilgаn bo‘lаdi. Аgаr e = (v1, v2) bo‘lib e ∈ E bo‘lsа u holdа v1 vа v2lаrni tutаshtruvchie qirrа
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(yoy) deylаdi. Аgаrdа e = (v1, v2) bo‘lib v1 vа v2 lаrni tutаshtruvchi e qirrа (yoy) uchun v1 = v2 bo‘lsа e qirrа
(yoy) sirtmoq deb аtаlаdi.

Sirtmoq, odаtdа, yo‘nаltirilmаgаn deb hisoblаnаdi. Qirrаlаri (yoylаri) orаsidа sirtmoqlаri bo‘lgаn grаf
psevdogrаf deyilаdi. Аgаr ikki v1 vа v2uchlаrni tutаshtruvchi qirrа (yoy) mаvjud bo‘lsа, u holdа v1 vа v2uchlаr
qo‘shni deyilаdi. Xuddi shundаy, ikki hаr xil qirrа (yoy) qo‘shni deyilаdi, аgаrdа umumiy uchgа egа bo‘lsа.

Ikki uch v1 vа v2 аgаr ulаrni birlаshtiruvchi chekkа bo‘lsа, qo‘shni deyilаdi. Xuddi shundаy, ikkitа
аlohidа chekkа qo‘shni bo‘ladi, аgаrda ulаr umumiy cho‘qqigа egа bo‘lsа. Grаf yoyi uchun uning chetki uchlаrini
ko‘rsаtish tаrtibi muhim ekаnligini tа’kidlаymiz, yа’ni (a, b) vа (b, a) yozuvlаr bir-biridаn fаrq qiluvchi yoylаrni
ifodаlаydi. Аgаr yoy (a, b) ko‘rinishdа ifodаlаngаn bo‘lsа, u holdа a uning boshlаng‘ich uchi, b oxirgi uchi deb
аtаlаdi. Bundаn tаshqаri, yoy (a, b) ko‘rinishdа yozilsа, u hаqidа a uchdаn chiquvchi (boshlаnuvchi) vа b uchgа
kiruvchi (uchdа tugovchi) yoy deb аytish hаm odаt tusigа kirgаn. Qirrа uchun uning (a, b) yozuvidаgi hаrflаr
joylаshish tаrtibi muhim rol o‘ynаmаydi vа elementlаr qirrаning uchlаri yoki chetlаri deb аtаlаdi. Аgаr grаfdа
yo (a, b) qirrа, yo (a, b) yoy, yoki (b, a) yoy topilsа, u holdа a vа b uchlаr tutаshtirilgаn deyilаdi. Аgаr grаfning
ikkitа uchini tutаshtiruvchi qirrа yoki yoy bor bo‘lsа, u holdа ulаr qo‘shni uchlаr deb, аks holdа esа, qo‘shni
bo‘lmаgаn uchlаr deb аytilаdi. Grаfning ikkitа uchi qo‘shni bo‘lsа, ulаr shu uchlаrni tutаshtiruvchi qirrаgа
(yoygа) insident, o‘z nаvbаtidа, qirrа yoki yoy bu uchlаrgа insident deyilаdi. Grаfdа ikkitа qirrа (yoy) umumiy
chetgа egа bo‘lsа, ulаr qo‘shni qirrаlаr (yoylаr) deyilаdi. Shuni tа’kidlаsh kerаkki, qo‘shnilik tushunchаsi grаfning
bir jinsli, insidentlik tushunchаsi esа uning turli jinsli elementlаri orаsidаgi munosаbаtni ifodаlаydi. Bа’zаn grаf
undаgi elementlаr sonigа qаrаb, yа’ni uchlаr soni m vа qirrаlаr (yoylаr) sonigа n ga qаrаb belgilаnаdi vа bu holdа
grаfni (m,n) - grаf deb аtаydilаr. Аgаr G = (V,U) grаfdа U kortej fаqаt qirrаlаrdаn iborаt bo‘lsа, u holdа
yo‘nаltirilmаgаn (oriyentirlаnmаgаn) vа fаqаt yo‘nаltirilgаn (oriyentirlаngаn) qirrаlаrdаn (yа’ni, yoylаrdаn)
tаshkil topgаn bo‘lsа, u holdа u yo‘nаltirilgаn (oriyentirlаngаn) grаf deb аtаlаdi. Oriyentirlаngаn grаf, qisqаchа,
orgrаf deb hаm аtаlаdi. Ko‘p hollаrdа oriyentirlаnmаgаn qirrаlаri hаm, oriyentirlаngаn qirrаlаri hаm bo‘lgаn
grаflаr bilаn ish ko‘rishgа to‘g‘ri kelаdi. Bundаy grаflаr аrаlаsh grаflаr deb аtаlаdi. Аgаr G = (V,U) grаfning
(orgrаfning) U korteji tаrkibidа V ×V to‘plаmdаn olingаn tаkrorlаnuvchi elementlаr bo‘lsа, u holdа ulаr kаrrаli
yoki pаrаllel qirrаlаr (yoylаr) deb аtаlаdi. Kаrrаli qirrаlаri yoki yoylаri bo‘lgаn grаf multigrаf deyilаdi.

Minimаl uzunlikkа egа yo‘l hаqidаgi mаsаlа [1, 3]. Berilgаn bog‘lаmli grаfning hаr bir qirrаsigа
(аgаr berilgаn grаf oriyentirlаngаn bo‘lsа-yoyigа) qаndаydir hаqiqiy son mos qo‘yib, bu sonni qirrаning (yoyning)
uzunligi, deb аtаymiz. Qirrаning (yoyning) uzunligi аdditivlik xossаsigа egа deb fаrаz qilаmiz, yа’ni qirrаlаr
(yoylаr) yordаmidа tuzilgаn zаnjirning (yo‘lning) uzunligi shu zаnjimi (yo‘lni) tаshkil etuvchi qirrаlаr (yoylаr)
uzunliklаri yig‘indisigа tengdir.

Tаbiiyki, qirrаning yoki yoyning uzunligi tushunchаsi yechilаyotgаn mаsаlаning mohiyаtigа qаrаb,
muаyyаn bir mа’nogа egа bo‘lishi mumkin. Mаsаlаn, ikki shаhаr orаsidаgi mаsofа, qаndаydir operаtsiyаni
bаjаrish uchun zаrur mаblаg‘ (xаrаjаtlаr) yoki vаqt vа boshqаlаr. Shu nuqtаyi nаzаrdаn, umumаn olgаndа, bu
yerdа mаnfiy uzunlikkа egа yoki uzunligi nolgа teng qirrа (yoy)hаm mа’nogа egа deb hisoblаnаdi.

Аmаliyotdа uchrаydigаn ko‘plаb mаsаlаlаrdа mаrshrut uzunligi mаksimаllаshtirilishi yoki
minimаllаshtirilishi tаlаb etilаdi.

G = (V,U) oriyentirlаngаn grаf berilgаn bo‘lsin, bu yerdа V = { 1, 2, ...,m} G grаfning biron s ∈
Euchidаn boshqа t ∈ E uchigа boruvchi yo‘llаr orаsidа uzunligi eng kichik bo‘lgаnini topish mаsаlаsi bilаn
shug‘ullаnаmiz. Bu mаsаlаni minimаl uzunlikkа egа yo‘l hаqidаgi mаsаlа, deb аtаymiz. Quyidа bu mаsаlаning
umumlаshmаsi hisoblаngаn mаsаlаni qаrаb, uni hаm o‘shа nom bilаn аtаymiz. Grаfdаgi (i, j) yoyning uzunligini
cij bilаn belgilаb, C = (cij), i, j = 1,m, mаtritsа berilgаn deb hisoblаymiz. Yuqoridа tа’kidlаgаnlаrimizgа
ko‘rа, S mаtritsаning cij elementlаri orаsidа mаnfiylаri yoki nolgа tenglаri hаm bo‘lishi mumkin. Аgаr grаfdа
biron i uchdаn chiqib, j uchgа kiruvchi yoy mаvjud bo‘lmаsа, u holdа bu yoyning uzunligini cheksiz kаttа deb
qаbul qilаmiz (cij =∞). Bundаn tаshqаri, G grаfdа umumiy uzunligi mаnfiy bo‘lgаn sikl mаvjud emаs, deb
hisoblаymiz, chunki аks holdа uzunligi eng kichik bo‘lgаn yo‘l mаvjud emаs. Minimаl uzunlikkа egа yo‘l hаqidаgi
mаsаlаni hаl etish usullаri orаsidа Deykstrа Edsger Vаyb (Dijkstrа Wybe, 1930-2002) tomonidаn tаklif etilgаn
аlgoritm ko‘p qo‘llаnilаdi. Quyidа grаfning 1 belgili uchidаn chiqib (bu uchni mаnbа deb qаbul qilаmiz), grаfdаgi
k uchgаchа (bu oxirgi uch deb hisoblаymiz) eng qisqа uzunlikkа egа yo‘lni topish imkonini beruvchi Deykstrа
аlgoritmi keltirilgаn. Аgаr grаfdа umumiy uzunligi mаnfiy bo‘lgаn sikl mаvjud bo’lsа u holdа grаfning qаndаydir
s uchidаn shu siklning biron i uchigа o‘tib, keyin esа sikl bo‘ylаb hаrаkаtlаnib, i uchgа istаgаnchа mаrtа qаytish
mumkin bo lgаnligidаn, istаgаnchа kichik uzunlikkа egа yo‘l tuzish mumkin. Bundа eski εj qiymаt аniqlаngаn
pаytdа аjrаtilgаn yoyni аjrаtilmаgаn deb hisoblаymiz. Uchlаrgа qiymаt mos qo‘yish jаrаyonini oxirgi (k belgili)
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uchgа qiymаt mos qo‘yilgunchа dаvom ettirаmiz. Grаfning 1 belgili uchidаn (mаnbаdаn) chiqib, uning ixtiyoriy
k uchigаchа (oxirgi uchigаchа) eng qisqа yo‘l uzunligi εk bo‘lаdi.

Tаdqiqot metodologiyаsi. Turizmdа grаflаr nаzаriyаsining аyrim tаdbiqlаri. Sаyyohlikdа yo’lni vа
vаqtni tejаsh bu mаblаg‘ni tejаshgа olib kelаdi, bu esа sаyohаtchilаrning eng muhim hаyotiy qonunidаn iborаt.
Biz hаm sаyyohlаrgа yordаm berish mаqsаdidа Qаshqаdаryo viloyаtining bа’zi diqqаtgа sаzovor joylаrini grаflаr
nаzаriyаsining minimаl uzunlikkа egа yo‘l mаsаlаsigа olib kelishgа hаrаkаt qilmoqchimiz. Yаndexdа xаritаlаr
vа boshqа globаl xаritаlаsh xizmаtlаri yer yuzаsidаgi ikki nuqtа orаsidаgi mаsofаni yerning sferik geometriyаsini
hisobgа olgаn formulаlаr yordаmidа hisoblаnаdi. Bundаy formulаlаrdаn biri Gаversin (Hаversine) formulаsidir,
bu ulаrning kengligi vа uzunligi bilаn berilgаn shаrdаgi ikkitа nuqtа orаsidаgi eng qisqа mаsofаni (kаttа аylаnа
yoyi) hisoblаsh uchun ishlаtilаdi. Gаversin (Hаversine) formulаsi, (ϕ1, λ1) , (ϕ2, λ2) koordinаtа nuqtаlаri bilаn
berilgаn bo‘lsin. Bu yerdа ϕ1, ϕ2 rаdiаndа berilgаn kengliklаr, λ1, λ2 lаr rаdiаndа berilgаn uzunliklаrdir. Ikki
nuqtа berilgаn mаsofа d quyidаgi formulа bilаn hisoblаnаdi:

d = 2R arcsin

[√
sin2

(
∆ϕ

2

)
+ cosϕ1 cosϕ2sin2

(
∆λ

2

)]
.

Bu yerdа R yer rаdiusi, ∆ϕ = ϕ2 − ϕ1, ∆λ = λ2 − λ1. Gаversin (Hаversine) formulаsi yerning shаrsimon
tаbiаtini hisobgа olаdi vа аyniqsа uzoq mаsofаlаr uchun аniq nаtijаlаr berаdi.

Tаhlil vа nаtijаlаr. Qаshqаdаryo viloyаti O‘zbekistonning ekologik jihаtdаn eng tozа hududlаridаn biri
bo‘lib, mаmlаkаtning jаnubidа, Qаshqаdаryo dаryosi vodiysidа, Pаmir-Аlаy tog‘lаrining g‘аrbiy yonbаg‘irlаridа
joylаshgаn. Toshkent shаhrigаchа mаsofаsi 400 km gа yаqin. Viloyаtning eng mаshhur joylаri bo‘lgаn bаlаnd
tog‘lаr observаtoriyаsi, Kitob qo‘riqxonаsi, birinchi аgroturizm qishlog‘i bo‘ylаb sаyohаt qilishdаn oldin,
sаyohаtchilаrgа O‘zbekistonning noyob dunyosini kаshf etishdа yordаm berish uchun yаrаtilgаn yаngi mаxsus
loyihаmizni keltirib o‘tamiz.

1-jadval

Ma’lumot: 1-jadval Qashqadaryo viloyati hokimligi turizm boshqarmasidan olindi. Qаshqаdаryo
viloyаtidаgi аyrim diqqаtgа sаzovor joylаrni keltirаmiz
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2-jadval

1-chizma

2-chizma

Biz ziyorаtgohlаr orаsidаgi mаsofаni yаndeks mаsofаsidа o‘lchаdik, bundаn tаshqаri аgаr mаsofа 10 km dаn
kаm bo‘lsа 1 qo‘ydik, аgаr 10 km dаn oshiq bo‘lsа yаxlitlаdik. Аgаr uchtа qo‘shni ziyorаtgoh orаsidаgi mаsofа
ikki ziyorаtgoh orаsidаgi mаsofа bilаn teng bo‘lsа biz yаqin sifаtidа uchtаsi orаsidаgi mаsofаni tаklif qildik.
Ziyoratgohlarga sayohat qilishning yo‘l xaritasini 2 xil ko‘rinishda ifodaladik. [chizma-3,4]
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3-chizma

4-chizma

Xulosа vа tаkliflаr. O‘zbekistondа turizmni rivojlаntirish uchun zаrur shаrt-shаroitlаr mаvjud: tаbiiy
resurslаrning noyob kombinаtsiyаsi, tаrixiy mаdаniy xilmа-xillik. Shu bilаn birgа, turizm infrаtuzilmаsining
sifаtini oshirish vа sohаni rivojlаntirish bo‘yichа kompleks dаvlаt siyosаti mаvjud, bu esа kelаjаkdа O‘zbekiston
turizm bozorining mehmondo‘stlik sohаsidаgi jаhondа yetаkchilаridаn biri bo‘lishigа olib kelаdi.

Qаshqаdаryo viloyаti O‘zbekistonning eng go‘zаl mintаqаsi hisoblаnаdi vа аtmosferа sаyohаtlаri uchun
judа ko‘p qiziqаrli yo‘nаlishlаrgа egа. Bu yerdа sаrguzаsht izlovchilаrgа yoqаdigаn bаrchа nаrsаlаr mаvjud: tog‘
yo‘llаri, ulkаn tаrixiy diqqаtgа sаzovor joylаr, mаhаlliy mаdаniyаtgа to‘liq kirib borish, mаzаli milliy vа xorijiy
tа’omlаr vа boshqаlаr.

Ushbu mаqolаdа grаflаr nаzаriyаsi yordаmidа Qаshqаdаryo viloyаtidаgi аyrim diqqаtgа sаzovor joylаrini
sаyohаt qilishning optimаl xаritаsini keltirishgа hаrаkаt qildik. Biz nаfаqаt tаshqi sаyyohlikni, bаlki O‘zbekiston
Respublikаsi Prezidentining tаshаbbuslаri bilаn boshlаngаn ichki turizimni rivojlаntirish zаrurligini sezdik,
sаbаbi Respublikаmizning diqqаtgа sаzovor joylаri hаqidа xаlqimizdа yetаrlichа mа’lumot mаvjud emаs.
Bu esа joylаrdаgi mutаssаddi shаxslаrning o‘z ishigа sovuqqonlik bilаn qаrаyotgаnini yoki vаzifаsini to‘liq
tushunmаgаnini bildirаdi, bu masalalarga jiddiy e’tibor qaratilsa maqsadga muvofiq bo‘lardi.
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РЕЗЮМЕ

Туризм является одной из наиболее быстро развивающихся отраслей мировой экономики. Зна-
ние законов развития международного туризма необходимо для того, чтобы он занял достойное
место на мировом туристском рынке. В этой статье мы попытались с помощью теории графов
предоставить оптимальную карту некоторых достопримечательностей Кашкадарьинской обла-
сти.

Ключевые слова: Туризм, графы, оптимальная карта, модель туризма, математическое мо-
делирование.

RESUME

Tourism is one of the most rаpidly developing sectors of the world economy. Knowledge of the lаws
of internаtionаl tourism development is necessаry for it to tаke its rightful plаce in the world tourism
mаrket. In this аrticle, we hаve tried to creаte аn optimаl mаp of trаveling to some аttrаctions in
the Kаshkаdаryа region using grаph theory.

Key words: Tourism, grаphs, optimаl mаp, tourism model, mаthemаticаl modeling.
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FURYE QATORLARINING ELLIPTIK QISMIY YIG‘INDILAR KETMA-KETLIGI
UCHUN UMUMLASHGAN LOKALIZATSIYA MASALASI
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REZYUME

Ushbu ishda, yoyiluvchi funksiyaning tashuvchisi biror sohadan tashqarida bo‘lsin degan shart
asosida, aynan shu sohada ikki karrali Furye qatorlarining elliptik qismiy yig‘indilar ketma-ketligini
deyarli yaqinlashish masalasi o‘rganilgan. Bunday masalaga odatda umumlashgan lokalizatsiya
masalasi deb ataladi.

Kalit so‘zlar: Furуe qatori, elliptik qismiy yig‘indi, umumlashgan lokalizatsiya, maksimal operator.

Quyidagi ∑
n∈Z2

fne
inx (1)

ikki karrali Furye qatorini qaraymiz. Bu yerda Z2 - tekislikdagi butun koordinatali vektorlar to‘plami,
fn = (2π)−2

∫
T 2

f(y)e−inydy- Furye koeffitsientlari, T 2 = (−π, π]2, bunda (−π, π]2 = (−π, π] × (−π, π]- dekart

ko‘paytma, nx = n1x1 + n2x2-skalyar ko‘paytma.
Ihtiyoriy λ > 0 son uchun Sλf(x) orqali (1) qatorning elliptik soha bo‘yicha qismiy yig‘indisini

belgilaymiz, ya‘ni:
Sλf(x) =

∑
A(n)<λ

fne
inx, (2)

bu yerda, A(ξ) = a11ξ
2
1 + 2a12ξ1ξ2 + a22ξ

2
2- ikkinchi tartibli bir jinsli ko‘phad. Agar ihtiyoriy ξ 6= 0 vektor

uchun ushbu A(ξ) > 0 tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda A(ξ) ko‘phad elliptik ko‘phad deyiladi (yoki ushbu
a2

12 − a11a22 > 0 tengsizlik bajarilsa).
L2(T 2)- T 2 da kvadrati bilan integrallanuvchi funksiyalar sinfi bo‘lsin. Bu sinfda normani quyidagicha

kiritish mumkin: ‖f‖L2(T 2) =
(∫
T 2 |f(x)|2dx

) 1
2 .

V.A. Il’in [1] ishida xos funksiyalar bo‘yicha ihtiyoriy yoyilma uchun umumlashgan lokalizatsiya prinsipi
tushunchasini kiritdi. Il‘in tushinchasidan kelib chiqib, biz L2(T 2) da Sλf(x) uchun umumlashgan lokalizatsiya
prinsipi o‘rinli deb aytamiz, agar ihtiyoriy f ∈ L2(T 2) funksiya uchun ushbu

lim
λ→∞

Sλf(x) = 0 (3)

tenglik T 2 \ suppf da deyarli bajarilsa.
Ko‘rinib turibdiki, klassik lokalizatsiya prinsipidan farqli o‘laroq bu yerda (3) tenglikni T 2 \ suppf da

deyarli bajarilishi yetarli (hamma joyda emas). Ushbu ishning asosiy natijasi quyidagi teorema hisoblanadi.
1-teorema. Ω ⊂ T 2 biror ochiq soha, A(ξ) ihtiyoriy ikkinchi tartibli bir jinsli elliptik ko‘pxad, f(x) ∈

L2(T 2) funksiya har bir argumentlari bo‘yicha davriy va davri 2π ga teng bo‘lsin. Agar ihtiyoriy x ∈ Ω da
f(x) = 0 bo‘lsa, u holda (3) tenglik Ω ning deyarli hamma yerida bajariladi.

Eslatib o‘tamiz, n karrali Furye qatorlarining shar bo‘yicha qismiy yig‘indisi uchun umumlashgan
lokalizatsiya masalasini birinchi bo‘lib R.R. Ashurov tomonidan [2] ishda o‘rganilgan.
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Deyarli yaqinlashish masalalarini o‘rganishda quyidagi maksimal operatorini kiritish maqsadga muvofiq:
S∗f(x) = sup

λ>0
|Sλf(x)|. 1- teorema isboti maksimal operatorining quyidagi bahosiga asoslangan:

2-teorema. KR = {x ∈ R2 : |x| < R} - doira, A(ξ) ihtiyoriy elliptik ko‘phad, f(x) ∈ L2(T 2) funksiya
har bir argumentlari bo‘yicha davriy va davri 2π ga teng bo‘lsin. Agar istalgan x ∈ KR da f(x) = 0 bo‘lsa, u
holda ihtiyoriy r(r < R) uchun shunday C = C(R, r) o‘zgarmas son mavjudki, quyidagi∫

Kr

[S∗f(x)]2dx ≤ C
∫
T 2

[f(x)]2dx (4)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Biror KR ⊂ T 2 doirada f(x) = 0 bo‘lsin va ixtiyoriy r < R sonini tayinlaymiz. χb(t), t ≥
0- [0, b] segmentning xarakteristik funksiyasi bo‘lsin. ϕ1(t) orqali quyidagi χR−r

3
(t) ≤ ϕ1(t) ≤

χ 2(R−r)
3

(t) tengsizlikni qanoatlantiruvchi silliq funksiyani belgilaylik. ϕ1(t) funksiya orqali
ifodalangan ϕ2(t) funksiyani ushbu ϕ2(t) = 1 − ϕ1(t) ko‘rinishida aniqlaylik ( 1-chizma,
a = R−r

3 ).

Endi quyidagi yangi funksiyani aniqlaymiz: ψ(x) = ϕ2(|x|), x ∈ T 2 va bu funksiyani butun tekislikka
davriy davom ettiramiz.

Quyidagi belgilashni kiritamiz: θ(x, λ) = (2π)−2
∑
A(n)<λ e

inx. U holda tushunarliki: Sλf(x) =
∫
T 2

θ(x −

y, λ)f(y)dy.

Endi quyidagicha θλ(x) = θ(x, λ)ψ(x) almashtirish kiritamiz.
1-xulosa. Ixtiyoriy x ∈ Kr uchun quyidagi

Sλf(x) =

∫
T 2

θλ(x− y)f(y)dy (5)

tenglik o‘rinli.
Isbot.

Sλf(x) =

∫
T 2

θλ(x− y)f(y)dy =

∫
T 2

θ(x− y)ψ(x− y)f(y)dy =

∫
T 2

θ(x− y)f(y) [1− ϕ1(|x− y|)] dy =

=

∫
T 2

θ(x− y)f(y)dy −
∫
T 2

θ(x− y)f(y)ϕ1(|x− y|)dy = Sλf(x)− I,

bu yerda I =
∫
T 2

θ(x− y)f(y)ϕ1(|x− y|)dy.

Shunday qilib, yuqoridagi tenglikka ko‘ra I = 0 ekanligini ko‘rsatsak xulosa isbot bo‘ladi. Buning uchun
ihtiyoriy x ∈ Kr larda quyidagi

suppϕ1(|x− y|) ∩ suppf(y) = ∅ (6)

munosabatni o‘rinli ekanligini ko‘rsatish yetarli.
Shartga ko‘ra: suppϕ1(|x − y|) =

{
x− y ∈ T 2 : |x− y| < 2a, |x| < r

}
, bunda a = R−r

3 va suppf(y) =
{y ∈ T 2 : |y| ≥ R}.

2-chizmaga ko‘ra, 1-xulosani to‘g‘ri ekanligiga ishonch hosil qilish uchun R− 2a ≥ r ekanligini ko‘rsatish
yetarli. Haqiqatan ham:

R− 2a = R− 2(R− r)
3

=
R+ 2a

3
≥ 3r

3
= r.

Shunday qilib 1-xulosa isbot bo‘ldi.�
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0 < r < R, 0 < 2a = 2(R−r)
3 < 2R

3 < R bo‘lgani uchun markazi koordinata boshida
va radiusi 2a ga teng bo‘lgan doira, markazi koordinata boshida va radiusi R ga teng
bo‘lgan doiraning ichida yotadi.
Boshqa tomondan, (6) ni ko‘rsatish uchun, markazi x bo‘lgan nuqtani ushbu {y : |y| ≤
2a} doiraning ihtiyoriy nuqtasidan olib, r radiusli doira chizilganda bu doira quyidagi
{y : |y| ≥ R} to‘plam bilan kesishmasligini ko‘rsatish yetarli (2- chizma).

Quyidagi a(n) = [A(n)]
1
2 belgilashni kiritamiz. Bu belgilashga ko‘ra θ(x, λ) ni quyidagi ko‘rinishida yozib

olamiz:
θ(x, λ) = (2π)−2

∑
a(n)<

√
λ

einx. (7)

A(n) elliptik ko‘phad bo‘lgani uchun, shunday a1 va a2 musbat o‘zgarmas sonlari mavjudki, ushbu

a1|n| ≤ a(n) ≤ a2|n|,∀n ∈ Z2 (8)

tengsizlik o‘rinli bo‘lishini osongina ko‘rish mumkin.
O‘rama ta’rifidan foydalanib (5) ni quyidagicha yozish mumkin:

Sλf(x) =

∫
T 2

θλ(x− y)f(y)dy = (θλ ∗ f)(x) = θλ ∗ f.

Oxirgi tenglikka ko‘ra:
S∗f(x) = sup

λ>0
|Sλf(x)| = sup

λ>0
|θλ ∗ f |. (9)

U holda (9) ga asosan quyidagi
∫
T 2

[S∗f(x)]2dx =
∫
T 2

[
sup
λ>0
|θλ ∗ f |

]2

dx =
∫
T 2

sup
λ>0

[θλ ∗ f ]2dx

tenglikni yozish mumkin.
Shunday qilib, (4) ni isbot qilish uchun oxirgi tenglikka ko‘ra, ushbu∫

T 2

sup
k>0

[θk ∗ f ]2dx ≤ C
∫
T 2

[f(x)]2dx (10)

tengsizlikni isbotlash yetarli, bu yerda supremum barcha natural sonlar bo‘yicha olinadi. Shuni e’tiboringizga
havola qilish lozimki, bu yerda jamlash (2) tenglikka ko‘ra ushbu

{
n ∈ Z2 : A(n) < λ

}
to‘plam bo‘yicha olib

borilayotganligi sababli, (10) tenglikda supremumni faqat barcha natural sonlar bo‘yicha olishni o‘zi yetarli
bo‘ladi.

(θk)n orqali θk(x) funksiyaning Furye koeffitsientlarini belgilaymiz, ya‘ni: (θk)n = (2π)−2
∫
T 2

θk(x)e−inxdx.

Bu Furye koeffitsientlari uchun quyidagi xulosa o‘rinli.
1-lemma. Shunday ε > 0 son mavjudki, ixtiyoriy k > 0 butun son va ixtiyoriy n ∈ Z2 uchun quyidagi

|(θk)n| ≤
∑

ε|a(n)−
√
k|<|j|

|ψj | (11)

tengsizlik o‘rinli, bu yerda ψj = (2π)−2
∫
T 2

ψ(y)e−ijydy- ψ(x) funksiyaning Furye koeffitsientlari.

Isbot.
(θk)n = (2π)−2

∫
T 2

θk(y)e−inydy = (2π)−2

∫
T 2

θ(y, k)ψ(y)e−inydy =

= (2π)−2

∫
T 2

(2π)−2
∑

a(j)<
√
k

eijy

ψ(y)e−inydy = (2π)−4
∑

a(j)<
√
k

∫
T 2

ψ(y)e−iy(n−j)dy =
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= (2π)−2
∑

a(j)<
√
k

ψn−j = (2π)−2
∑

a(n−j)<
√
k

ψj .

Shunday qilib, oxirgi tenglikdan, ushbu

|(θk)n| ≤ (2π)−2
∑

a(n−j)<
√
k

|ψj | (12)

tengsizlik kelib chiqadi.
Dastlab a(n) >

√
k holni qaraylik. Quyidagicha belgilashlar kiritamiz:

M =
{
j ∈ Z2 : a(n− j) <

√
k
}
, N =

{
j ∈ Z2 : |j| > ε1

(
a(n)−

√
k
)}

.

(12) tengsizlikka ko‘ra (11) tengsizlikni isbotlash uchun quyidagi xulosani isbotlash yetarli:
2-xulosa. Biror ε1 > 0 son uchun, quyidagi

M ⊂ N (13)

munosabat o‘rinli.
Isbot. O‘z navbatida (13) munosobatning o‘rinli ekanligini ko‘rsatish uchun, quyidagi

dn = min
a(n−j)=

√
k
|j| = ε1

(
a(n)−

√
k
)

(14)

tenglikni o‘rinli ekanligini ko‘rsatish yetarli, o‘z navbatida A(ξ) elliptik ko‘phad
bo‘lganligi sababli (14) tenglik koordinata boshidan markazi n = (n1, n2) nuqtada
bo‘lgan a(n − j) =

√
k ellipsgacha bo‘lgan eng qisqa masofani topish masalasiga

ekvivalentdir.
Faraz qilaylik a(n − j) =

√
k tenglikni qanoatlantiruvchi (j1, j2) vektor ω = n

|n|
vektoriga paralel bo‘lsin. U holda tushinarliki, n

|n| = n−j
|n−j| boladi (3-chizma).

Bundan tashqari, yuqoridagi mulohazalarga asosan quyidagiga ega bo‘lamiz:

a

(
n− j
|n− j|

)
= a(ω), (15)

bu yerda a(n) = [A(n)]
1
2 , A(n) = a11n

2
1 + 2a12n1n2 + a22n

2
2.

Endi a(n− j) =
√
k ekanligidan, quyidagilar

|n− j| =
√
k

a(ω)
, (16)

dk(n) = |j| = |n| −
√
k

a(ω)
=

1

a(ω)

(
a(n)−

√
k
)

(17)

kelib chiqishini ko‘rsatamiz. Xaqiqatan ham:

√
k = a(n− j) = a

(
n− j
|n− j|

|n− j|
)

= |n− j|a
(
n− j
|n− j|

)
= |n− j|a(ω)⇒ |n− j| =

√
k

a(ω)
.

dk(n) = |j| = |n| − |n− j| = |n| −
√
k

a(ω)
=

1

a(ω)

(
a

(
n

|n|

)
|n| −

√
k

)
=

1

a(ω)

(
a(n)−

√
k
)
.
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Endi j = (j1, j2) uchun, ushbu
dk(n) ≥ a−1

2

(
a(n)−

√
k
)

(18)

tengsizlikni o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz, bu yerda a2 > 0 son (8) tengsizlik orqali aniqlangan.
(8) ga ko‘ra ihtiyoriy n ∈ Z2 uchun:

a1|n| ≤ a(n) ≤ a2|n| ⇒ a1|n| ≤ a
(
n

|n|
|n|
)
≤ a2|n| ⇒ a1|n| ≤ |n|a

(
n

|n|

)
≤ a2|n| ⇒

⇒(16) a1 ≤ a(ω) ≤ a2 ⇒ a(ω) ≥ a−1
2 ,

bu yerda (16) tengsizlik |n| 6= 0 ekanligini ta’minlab beradi.
Oxirgi va (17) tengsizliklardan (18) tengsizlik kelib chiqadi:

dk(n) =
1

a(ω)

(
a(n)−

√
k
)
≥ a−1

2

(
a(n)−

√
k
)
.

Endi (j1, j2) ‖ ω
(
n
|n|

)
bo‘lsa, u holda ushbu

dk(n) = min
a(n−j)=k

|j| = a−1
2

(
|n| −

√
k
)

(19)

munosabat o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz.
(16) tenglik va ushbu |n− j| ≥ |n| − |j| tengsizlikka ko‘ra:

|n| − |j| ≤ |n− j| =
√
k

a(ω)
⇒ |j| ≥ |n| −

√
k

a(ω)
=

1

a(ω)

(
a(n)−

√
k
)
≥ a−1

2

(
a(n)−

√
k
)
⇒

⇒ dk(n) = min
a(n−j)=k

|j| = a−1
2

(
a(n)−

√
k
)
.

Shunday qilib, biz (19) tenglikni bajarilishini ko‘rsatdik, o‘z navbatida (j1, j2) ‖ ω
(
n
|n|

)
hol uchun (18)

va (19) ko‘ra (14) tengsizlikni o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.

Endi j ihtiyoriy va k tayinlangan son bo‘lsin. dk(n) = (d1
k, d

2
k) ∈

{
a(n− j) =

√
k
}

orqali j ga minimum

beradigan ihtiyoriy nuqtani belgilaylik. Oshkormas funksiyani mavjudligi haqidagi teoremaga ko‘ra a(n) =
√
k ni

qanoatlantiruvchi n lar uchun a(n−j) =
√
k dan j2 = fk(j1)⇒ d2

k = fk(d1
k) ni hosil qilamiz (bizning holimizda,

A(ξ) elliptik ko‘phad bo‘lgani uchun, ushbu a(ξ) =
√
k tenglik bilan aniqlangan ξ2 = fk(ξ1) oshkormas

funksiya yuqoridagi tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha (ξ1ξ2) nuqtalarning yetarlicha kichik atrofida mavjud
va yagonadir).Oxirgi tenglikni hisobga olib, koordinata boshidan ellipsgacha bo‘lgan masofa uchun, quyidagini

hosil qilamiz: |dk(n)| =
√

(d1
k)2 + (d2

k)2 ≤
√
|d1
k|2 + (fk(d1

k) + δ)
2
,

bu yerda δ > a−1
2

(
a(n)−

√
k
)
. Agar |d1

k| > lδ bo‘lsa, u holda |dk(n)| ≥ |d1
k| > lδ. Boshqa tomondan, agar

|d1
k| ≤ lδ va l yetarlicha kichik bo‘lsa, u holda bir o‘zgaruvchili funsiyalar uchun Teylor formulasiga ko‘ra:

f(x) = f(x0) +
f ‘(x0

1!
∆x+

f“(x0

2!
(∆x)2 + · · ·+ f (m)(x0)

m!
(∆x)m +Rm+1(x), (20)

bu yerda Rm+1(x) = fm+1(x0+θ∆x)
(m+1)! (∆x)m+1 - Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq had, 0 < θ < 1, m ≥ 0 butun

son, ∆x = x − x0, f(x) funksiya x0 ∈ R2 nuqtaning biror atrofida aniqlangan va shu atrofda m + 1 marta
differensiallanuvchi funksiya. (20) formula m = 0 da quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

f(x) = f(x0) + f ‘(x0 + θ∆x)∆x. (21)

Yoki ∆x = x − x0 ekanligini xisobga olib, (21) formulani x0 = 0 uchun, ya’ni Makloren qatorini yozsak:
f(x) = f(0) +xf ‘(θx). Oxirgi tenglikni biz qarayotgan j2 = fk(j1) funksiya uchun qo‘llasak, u holda quyidagini
hosil qilamiz:

fk(j1) = fk(0) + j1f
‘
k(θj1). (22)
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a(n) =
√
k ni qanoatlantiruvchi barcha n lar uchun fk(0) = 0 bo‘lgani uchun (22) formula ushbu ko‘rinishida

bo‘ladi:
fk(j1) = j1f

‘
k(θj1).

yoki

fk(d1
k) = d1

kf
‘
k(θd1

k). (23)

l yetarlicha kichik bo‘lgani uchun (23) tenglikka ko‘ra quyidagini xosil qilamiz:

|dk(n)| =
√
|d1
k|2 + (fk(d1

k) + δ)
2 ≥ |fk(d1

k)|+ δ = |d1
k||f ‘

k(θd1
k)|+ δ.

dk yetarlicha kichik va f ‘
k(θd1

k) chegaranlangan bo‘lganligi uchun, oxirgi tenglikdan quyidagini olamiz: |dk(n)| ≥
cδ, c > 0. Shunday qilib, 2-xulosa o‘z navbatida a(n) >

√
k hol uchun 1-lemma isbotlandi.

Endi a(n) <
√
k bo‘lsin. Quyidagicha belgilashlar kiritamiz:

M =
{
j ∈ Z2 : a(n− j) <

√
k
}
, N1 =

{
j ∈ Z2 : |j| ≤ ε2

(√
k − a(n)

)}
.

Shunday ε2 > 0 soni mavjudki, ushbu M ⊃ N1 munosabatni o‘rinli ekanligini yuqoridagiga o‘xshash ko‘rsatish
mumkin.

ψ(x) cheksiz marta differensiallanuvchi va davriy funksiya bo‘lgani uchun, uni Furye qatoriga yoyishimiz
mumkin, ya‘ni ψ(x) = (2π)−2

∑
j∈Z2

ψje
ijx ⇒ ψ(0) = (2π)−2

∑
j∈Z2

ψj .

ψ(0) = 0 bo‘lgani uchun:

(2π)−2
∑
j∈Z2

ψj = 0⇒ (2π)−2
∑

a(n−j)<
√
k

ψj + (2π)−2
∑

a(n−j)≥
√
k

ψj = 0⇒

⇒ (2π)−2
∑

a(n−j)<
√
k

ψj = −(2π)−2
∑

a(n−j)≥
√
k

ψj .

Shunday qilib, bu holda oxirgi tenglikdan foydalanib, quyidagini hosil qilamiz:

(2π)−2

∣∣∣∣∣∣
∑

a(n−j)<
√
k

ψj

∣∣∣∣∣∣ = (2π)−2

∣∣∣∣∣∣−
∑

a(n−j)≥
√
k

ψj

∣∣∣∣∣∣ ≤ (2π)−2
∑

a(n−j)≥
√
k

|ψj | ≤

≤ (2π)−2
∑

|j|≥ε2(
√
k−a(n))

|ψj |. (24)

Agar ε sifatida ε1 va ε2 larni minimumini olsak, u holda |(θk)n| ≤
∑

ε|a(n)−
√
k|<|j|

|ψj | tengsizlikni hosil qilamiz.

Shunday qilib 1-lemma to‘liq isbotlandi.�
2-lemma. Ixtiyoriy l ∈ N son uchun l, r va R larga bog‘liq bo‘lgan shunday C o‘zgarmas son mavjudki,

barcha k ≥ 0 butun va n ∈ Z2 lar uchun ushbu

|(θk)n| ≤
C(

1 + ε
∣∣∣a(n)−

√
k
∣∣∣)l

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Isbot. Ixtiyoriy h ≥ 0 son uchun R− r ga bog‘liq bo‘lgan shunday ch o‘zgarmas son mavjudki, quyidagi

|ψj | ≤
ch

(1 + |j|)h
(25)

24



O‘zMU xabarlari Aniq fanlar №2/1/1, 2025, 19-30

tengsizlik o‘rinli.
1-lemma va (25) tengizlikka ko‘ra:

|(θk)n| ≤
∑

ε|a(n)−
√
k|<|j|

|ψj | ≤
∑

ε|a(n)−
√
k|<|j|

ch

(1 + |j|)h
≤

≤
∑

ε|a(n)−
√
k|<|j|

ch(
1 + ε

∣∣∣a(n)−
√
k
∣∣∣)h ≤

cl(
1 + ε

∣∣∣a(n)−
√
k
∣∣∣)l .

2- lemma isbotlandi.�
2-lemmadan quyidagi natija kelib chiqadi.
1-natija. Quyidagi tengsizlik o‘rinli:

∞∑
k=0

|(θk)n|
2

=

∞∑
j=0

∑
j≤
√
k<j+1

|(θk)n|
2 ≤ ca(n).

Endi quyidagicha belgilashni kiritamiz: (∆k)n = (θk+1)n − (θk)n. Bu belgilashga ko‘ra, (∆k)n ni quyidagicha
yozib olamiz:

(∆k)n =

∫
T 2

θk+1(x)e−inxdx−
∫
T 2

θk(x)e−inxdx =

∫
T 2

[θk+1(x)− θk(x)] e−inxdx. (26)

θk+1(x)− θk(x) = [θ(x, k + 1)− θ(x, k)]ψ(x). (27)

θ(x, k + 1)− θ(x, k) = (2π)−2
∑

A(j)<k+1

eijx − (2π)−2
∑

A(j)<k

eijx =

= (2π)−2

 ∑
A(j)<k

eijx +
∑

A(j)=k

eijx −
∑

A(j)<k

eijx

 = (2π)−2
∑

A(j)=k

eijx =

= (2π)−2
∑

a(j)=
√
k

eijx. (28)

(28) ni (27) ga qo‘yib:
θk+1(x)− θk(x) = (2π)−2

∑
a(j)=

√
k

eijxψ(x). (29)

(29) ni (26) ga qo‘yib:

(∆k)n = (2π)−2

∫
T 2

∑
a(j)=

√
k

e−i(n−j)xψ(x)dx = (2π)−2
∑

a(n−j)=
√
k

∫
T 2

ψ(x)e−ijxdx =
∑

a(n−j)=
√
k

ψj .

Shunday qilib, quyidagi tenglikka ega bo‘lamiz:

(∆k)n =
∑

a(n−j)=
√
k

ψj . (30)

Agar a(n− j) =
√
k tenglama yechimga ega bo‘lmasa, u holda (∆k)n = 0 deb olamiz.

1-natijadan ko‘rinib turibdiki, (θk)n ni bahosi a(n) bo‘yicha tekis bajarilmaydi. Bu holatni kompensatsiya
qilish uchun (∆k)n son uchun yaxshi baho olish zarur. Buning uchun Aj = {k : j ≤

√
k < j+ 1} sonli to‘plamni

quyidagicha Qj =
{
k : k = j2 + p, p = 0, 1, 2, . . . , 2j

}
yozib olishimiz mumkin. Haqiqatan ham:

j ≤
√
k < j + 1⇒ j2 ≤ k < j2 + 2j + 1⇒ k = j2 + p, p = 0, 1, 2, . . . , 2j.
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Endi yuqorida kiritilgan Qk to‘plamga asoslanib |(∆k)n|2 ni k bo‘yicha quyidagicha yig‘amiz:

∞∑
k=0

|(∆k)n|2 =

∞∑
k=0

2k∑
p=0

∣∣(∆k2+p)n
∣∣2 . (31)

3-lemma. n ∈ Z2 bo‘yicha quyidagi

∞∑
k=0

2k∑
p=0

∣∣(∆k2+p)n
∣∣2 ≤ C

tengsizlik tekis bajariladi.
Agar (∆k2+p)n sonlarini p parametr bo‘yicha mos tarzda guruhlansa, u holda yana ham kuchliroq natija

olish mumkin. Bizning keyingi vazifamiz shu guruhlashni o‘tkazishdan iborat.
x0 orqali ushbu

{
x ∈ R2 : a(x− n) ≤ k + 1

}
to‘plamning koordinata boshiga yaqin nuqtasini belgilaylik.

Tx0
-
{
x ∈ R2 : a(x− n) ≤ k + 1

}
to‘plamning x0 nuqtasiga o‘tkazilgan urinma bo‘lsin. l orqali x0 nuqtadan

o‘tuvchi va Tx0 urinmaga perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chiziqni belgilaylik.
Quyidagi to‘plamlarni tuzamiz:

B0 = {x ∈ Tx0
: |x− x0| < 1} va Bj =

{
x ∈ Tx0

:
√
j ≤ |x− x0| <

√
j + 1

}
bu yerda j = 1, 2, . . . , 2k − 1.

Ckj , j = 1, 2, . . . , 2k−1 asosi Bj hamda balandligi l to‘g‘ri chiziqqa parallel va uzunligi |n| ga teng bo‘lgan to‘g‘ri
to‘rtburchak bo‘lsin. UshbuK =

{
x ∈ R2 : k ≤ a(x− n) < k + 1

}
xalqani qaraylik va uni quyidagi to‘plamlarga

ajratamiz: P kj = K ∩ Ckj , j = 0, 1, . . . , 2k − 1.

Qkq , q = 0, 1, . . . , 2k− 1 to‘plamini quyidagicha aniqlaymiz. Qkq shunday butun p, 0 ≤ p ≤ 2k− 1, sonlari
to‘plamiki, qaysiki A(n − j) = k2 + p tenglama P kq to‘plamida yechimga ega. Agar biror p uchun P kn to‘plam
A(n− j) = k2 + p tenglamaning yechimlarini o‘z ichiga olmasa, u holda Qkq to‘plamiga bitta ixtiyoriy p sonini
qo‘shamiz, qaysiki oldingi Qkj , j = 0, 1, . . . , q − 1 to‘plamlariga kirmagan. Agar bunday p mavjud bo‘lmasa, u
holda Qkj , j = q, q + 1, . . . , 2k − 1 to‘plamlarini bo‘sh deb xisoblaymiz.

Bunday tanlashda Qkq to‘plam ko‘pi bilan 4
√
q + 1 elementlarga ega bo‘lishini ko‘rsatish mumkin. Bunga

ishonch xosil qilish uchun P kq to‘plamning Ox1 o‘qiga proeksiyasini uzunligi 2
√
q + 1 dan oshib ketmasligini

ko‘rsatish yetarli. O‘z navbatida, agar j ∈ P kq da har bir tayinlangan p uchun A(n− j) = k2 + p tenglamaning
yechimi mavjud bo‘lsa, qaysiki j ning birinchi koordinatasi j1, [2

√
q + 1] dan kichik bo‘lgan turli qiymatlar

qabul qiladi ([a] - a butun qismi). Agarda p, 0 dan 2k − 1 gacha o‘zgarsa, har bir j1 soni uchun bu hol ko‘pi
bilan 2 marta takrorlanishi mumkin. O‘z navbatida, har bir p parametr uchun Qkq to‘plam ko‘pi bilan 4[

√
q + 1]

ta elementlarga ega bo‘lishi mumkin.
Qkq to‘plamni bunday tanlashda biz quyidagi xulosaga ega bo‘lamiz.
4-lemma. q = 0, 1, . . . , 2k − 1 va Sp =

{
j ∈ Z2 : A(n− j) = k2 + p

}
bo‘lsin, bunda p = 0, 1, . . . , 2k.

Agar:
1)a(n) ≥ k + 1 bo‘lsa, u holda

min
j∈Sp, p∈Qkq

|j| ≥
√

(a(n)− k − 1)
2

+ q (32)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi;
2)k < a(n) < k + 1 bo‘lsa, u holda

min
j∈Sp, p∈Qkq

|j| = √q (33)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi;
3)a(n) ≤ k bo‘lsa, u holda

min
j∈Sp, p∈Qkq

|j| ≥ 1

2

√
(a(n)− k)

2
+ q (34)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
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Isbot. Lemmani isbot qilish, ushbu f(j) = |j| butun koordinatali funksiyaning P kq to‘plamida eng kichik
qiymatini topish bilan bir xil. Buning uchun P kq to‘plamining koordinata boshiga eng yaqin nuqtasini topib,
f(j) funksiyaning shu nuqtadagi qiymatini topish yetarli.

1)a(n) ≥ k + 1 bo‘lsin. Bu holda kordinata boshidan Bq to‘plamgacha bo‘lgan masofa ga teng bo‘lishini
osongina ko‘rish mumkin.

2)k < a(n) < k + 1 bo‘lsin. Bu holda, koordinata boshidan P kq to‘plamigacha bo‘lgan eng qisqa masofa
bu koordinata boshidan Ckq - to‘g‘ri to‘rtburchakkacha bo‘lgan masofadir, vaholanki, bu masofa √q ga tengdir.
Shunday qilib, bu hol uchun ham 4-lemma o‘rinlidir.

3) a(n) ≤ k bo‘lsin. Bu holda koordinata boshidan P kq to‘plamigacha bo‘lgan eng qisqa masofa, Ckq bilan
a(n− j) = k sirtning kesishish nuqtasigacha bo‘lgan masofadir. Bu holda ham isbot 1) qismi kabi isbotlanadi.
Shunday qilib, 4-lemma to‘liq isbotlandi.�

5-lemma. Ihtiyoriy l natural son uchun shunday cl o‘zgarmas son mavjudki, quyidagi

2k−1∑
q=0

(q + 1)2
∑
p∈Qkq

∣∣(∆k2+p

)
n

∣∣2 ≤ cl

(1 + |a(n)− k|)l
(35)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Isbot. a(n) ≥ k+1 bo‘lsin. (∆j)n ni (30) tenglik bilan aniqlangan ta‘rifiga ko‘ra quyidagini xosil qilamiz:

∑
p∈Qkq

∣∣(∆k2+p

)∣∣2 ≤ c ∑
p∈Qkq

∣∣(∆k2+p

)∣∣ = c
∑
p∈Qkq

∣∣∣∣∣∣
∑

a(n−j)=k2+p

ψj

∣∣∣∣∣∣ ≤ c
∑
p∈Qkq

∑
a(n−j)=k2+p

|ψj | . (36)

4-lemmaning 1) qismiga ko‘ra, quyidagi baho∑
p∈Qkq

∑
a(n−j)=k2+p

|ψj | ≤
∑

|j|≥
√

(a(n)−k−1)2+q

|ψj | (37)

o‘rinli. (37) da ψj uchun o‘rinli bo‘lgan (25) tengsizlikdan foydalanib, ushbu tengsizlikni hosil qilamiz:

2k−1∑
q=0

(q + 1)2
∑
p∈Qkq

∣∣(∆k2+p

)
n

∣∣2 ≤ c 2k−1∑
q=0

(q + 1)2
∑
p∈Qkq

∑
a(n−j)=km+p

|ψj | ≤

≤ c
2k−1∑
q=0

(q + 1)2
∑

|j|≥
√

(a(n)−k−1)2+q

|ψj | ≤ c
2k−1∑
q=0

(q + 1)2
∑

|j|≥
√

(a(n)−k−1)2+q

cl

(1 + |j|)l
≤

≤ c
2k−1∑
q=0

(q + 1)2
∑

|j|≥
√

(a(n)−k−1)2+q

cl(
1 +

√
(a(n)− k − 1)

2
+ q

)l ≤

≤ c
2k−1∑
q=0

(q + 1)2
∑

|j|≥
√

(a(n)−k−1)2+q

cl

(1 + a(n)− (k + 1))
l
≤ cl

(1 + a(n)− k)
l
.

Boshqa hollarda ham 5-lemma xuddi shunga o‘xshash isbotlanadi. 5-lemma isbotlandi.�
5-lemmadan quyidagi natija kelib chiqadi:
2-natija. Quyidagi

∞∑
k=0

2k−1∑
q=0

(q + 1)2
∑
p∈Qkq

∣∣(∆k2+p

)
n

∣∣2 ≤ c (38)

tengsizlik n bo‘yicha tekis bajariladi.
Endi (θj)n Furye koeffitsientlariga qaytamiz. 1-lemmadan quyidagi bahoni olamiz.
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6-lemma. Ushbu
∞∑
k=0

2k−1∑
q=0

(q + 1)−2
∑
p∈Qkq

∣∣(θk2+p

)
n

∣∣2 ≤ c (39)

tengsizlik n bo‘yicha tekis bajariladi.
Isbot. Yuqorida Qkq to‘plamning elementlari soni 4

[√
q + 1

]
dan oshib ketmasligi aytilgan edi. Ushbu

mulohaza va 1-lemmaga ko‘ra quyidagini hosil qilamiz:

∞∑
k=0

2k−1∑
q=0

(q + 1)−2
∑
p∈Qkq

∣∣(θk2+p

)
n

∣∣2 ≤ ∞∑
k=0

cl

(1 + |a(n)− k|)l
2k−1∑
q=0

4
[√
q + 1

]
(q + 1)2

≤ c.

6-lemma isbotlandi. �

2-teoremani isboti

Endi ∆j(x) = θj+1(x)− θj(x) bo‘lsin. Bu tenglikni har ikkala tomoniga 2θj(x) ni qo‘shamiz:

θj+1(x) + θj(x) = ∆j(x) + 2θj(x)

yoki
θj+1 ∗ f + θj ∗ f = ∆j ∗ f + 2θj ∗ f. (40)

Tushinarliki {aq} ketma-ketlik uchun quyidagi tenglik o‘rinli:

q−1∑
j=0

(
a2
j+1 − a2

j

)
= a2

q − a2
0 = a2

q. (41)

Bu yerda a0 = 0 deb qabul qilamiz (bizning holda bu bajariladi a0 = θ0 ∗ f = (θ(0, x) · ψ(x)) ∗ f = [θ(0, x) =
0] = 0).

(40) ni har ikkala tomonini ∆j ∗ f = θj+1 ∗ f − θj ∗ f ga ko‘paytiramiz:

[θj+1 ∗ f ]
2 − [θj ∗ f ]

2
= [∆j ∗ f ]

2
+ 2 [∆j ∗ f ] [θj ∗ f ] .

Oxirgi tenglikni j bo‘yicha 0 dan q − 1 gacha yig‘ib va chap tomonida (41) tenglikdan foydalanib, quyidagi
tenglikni hosil qilamiz:

[θq ∗ f ]
2

=

q−1∑
j=0

[∆j ∗ f ]
2

+ 2

q−1∑
j=0

[∆j ∗ f ] [θj ∗ f ] . (42)

(42) tenglikka ko‘ra, ushbu tengsizlikka ega bo‘lamiz:

|θq ∗ f |2 ≤
q−1∑
j=0

|∆j ∗ f |2 + 2

q−1∑
j=0

|∆j ∗ f | |θj ∗ f | ≤
∞∑
j=0

|∆j ∗ f |2 + 2

∞∑
j=0

|∆j ∗ f | |θj ∗ f | =

=

∞∑
j=0

|∆j ∗ f |2 + 2

∞∑
j=0

2k−1∑
q=0

∑
p∈Qkq

∣∣∆k2+p ∗ f
∣∣ (q + 1)×

∣∣θk2+p ∗ f
∣∣ (q + 1)−1. (43)

(43) tengsizlikni har ikkala tomonidan supremum olib, quyidagi tengsizlikni hosil qilamiz:

sup
q>0
|θq ∗ f |2 ≤

∞∑
j=0

|∆j ∗ f |2 + 2

∞∑
j=0

2k−1∑
q=0

∑
p∈Qkq

∣∣∆k2+p ∗ f
∣∣ (q + 1)×

∣∣θk2+p ∗ f
∣∣ (q + 1)−1. (44)

(44) tenglikni T 2 bo‘yicha integrallab va Parseval tenglidan foydalanib, 1- qo‘shiluvchining yig‘indi ostidagi
ifoda uchun quyidagi tengsizlikni hosil qilamiz:∫

T 2

|(∆j ∗ f) (x)|2 dx =
∑
n∈Z2

(∆j ∗ f)
2
n ≤

[
(∆j ∗ f)n ≤ (∆j)n · fn

]
≤
∑
n∈Z2

∣∣(∆j)n
∣∣2 · |fn|2 . (45)
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Ikkinchi qo‘shiluvchida esa dastlab, ushbu 2ab ≤ a2 + b2 tengsizlikni qo‘llab:

2
∣∣∆k2+p ∗ f

∣∣ (q + 1)×
∣∣θk2+p ∗ f

∣∣ (q + 1)−1 ≤ (q + 1)2
∣∣∆k2+p ∗ f

∣∣2 + (q + 1)−2
∣∣θk2+p ∗ f

∣∣2 ,
so‘ngra bu tengsizlikni ham har ikkala tomonini T 2 bo‘yicha integrallab va yuqoridagiga o‘xshash baholab,
quyidagi tengsizlikni hosil qilamiz:

2

∫
T 2

∣∣(∆k2+p ∗ f
)

(x)
∣∣ (q + 1)×

∣∣(θk2+p ∗ f
)

(x)
∣∣ (q + 1)−1dx ≤

≤
∑
n∈Z2

f2
n(q + 1)2

∣∣(∆k2+p

)
n

∣∣2 +
∑
n∈Z2

f2
n(q + 1)−2

∣∣(θk2+p

)
n

∣∣2 . (46)

(45) va (46) larga ko‘ra (44) ni quyidagicha yozamiz:∫
T 2

sup
q>0
|(θq ∗ f) (x)|2 dx ≤

∑
n∈Z2

f2
n

∞∑
j=1

∣∣(∆j)n
∣∣2 +

∑
n∈Z2

f2
n

∞∑
k=1

2k−1∑
q=0

(q + 1)2
∑
p∈Qkq

∣∣(∆k2+p

)
n

∣∣+
+
∑
n∈Z2

f2
n

∞∑
k=1

2k−1∑
q=0

(q + 1)−2
∑
p∈Qkq

∣∣(θk2+p

)
n

∣∣ . (47)

(47) ni o‘ng tomonidagi birinchi qo‘shiluvchi uchun 3-lemmani ikkinchi qo‘shiluvchi uchun 5-lemmani va uchinchi
qo‘shiluvchi uchun 6-lemmani qo‘llab va yana Parseval tengligidan foydalanib, quyidagini olamiz:∫

T 2

sup
q>0
|(θq ∗ f) (x)|2 dx ≤ c‖f‖L2(T 2).

2- teorema isbotlandi.�

1-teoremani isboti

x ∈ Ω da f(x) = 0 bo‘lsin, bu yerda Ω ⊂ T 2 biror ochiq to‘plam. f(x) ∈ C∞0 (T 2) bo‘lsin, u holda ushbu
lim
λ→∞

Sλf(x) = f(x) tenglik x ∈ T 2 bo‘yicha tekis bajariladi. Endi f(x) ∈ L2(T 2) bo‘lsin. Ihtiyoriy ε > 0 sonini

tayinlaymiz. C∞0 (T 2) fazosi L2(T 2) da zich, u holda shunday g ∈ C∞0 (T 2) mavjudki, ushbu ‖f − g‖L2(T 2) < ε
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Sλg ni g(x) ga T 2 da tekis yaqinlashishiga ko‘ra shunday M = M(ε) soni mavjudki,
barcha λ > M lar uchun quyidagi

|Sλg(x)− g(x)| < ε, x ∈ T 2

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
U holda, λ > M lar uchun quyidagi tengsizlikni olamiz:

|Sλf − f | ≤ |Sλ(f − g)|+ |Sλg − g|+ |f − g| ≤ S∗(f − g) + ε+ |f − g|.

(4) tengsizlikdan foydalanib, quyidagi

‖ sup
λ>M

|Sλf − f | ‖L2(Ω) = ‖ sup
λ>M

|Sλf | ‖L2(Ω) ≤ c‖f − g)‖L2(T 2) + ε1 + ‖f − g‖L2(T 2) < ε

tengsizlikni xosil qilamiz.
O‘z navbatida, oxirgi tengsizlikdan T 2 dagi ihtiyoriy Ω uchun ushbu

lim
λ→∞

‖ sup
λ>M

|Sλf | ‖L2(Ω) = 0

munosabat o‘rinli ekanligi kelib chiqadi. Oxirgi munosabat lim
λ→∞

Sλf(x) = 0 tenglikni Ω da deyarli bajarilishini
anglatadi. Shunday qilib, 1-teorema isbotlandi.�
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РЕЗЮМЕ

В данной работе изучается задача почти всюду сходимости последовательности эллиптических
частичных сумм рядов Фурье в заданной области, исходя из условия, что носитель разлага-
емой функции лежит вне этой области. Эту проблему обычно называют задачей обобщенной
локализации.

Ключевые слова: Ряды Фурье, эллиптических частичных суммы, обобщенная локализация,
максимальный оператор.

RESUME

In this paper, we study the problem of almost everywhere convergence of a sequence of elliptic partial
sums of Fourier series in a given domain, based on the condition that the support of the function
being expanded lies outside this domain. This problem is usually called the problem of generalized
localization.

Key words: Fourier series, elliptic partial sums, generalized localization, maximal operator.
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REZYUME

Ushbu ishda kinematik qo‘zg‘alishlarda gisterezis tipidagi dissipativ xarakteristikali ko‘ndalang
kesimi o‘zgaruvchan sterjenning chiziqlimas tebranishlari ustuvorligini tekshirish masalasi qaralgan.
Lyapunovning birinchi yaqinlashish usulidan foydalanilib, ustuvorlik shartlari analitik ko‘rinishda
aniqlangan, hamda ustuvorlik sohalari va chegaralari tahlil qilingan.

Kalit so‘zlar: nomukammal, elastik, sterjen, gisterezis, tebranish, amplituda-chastota
xarakteristikasi, ustuvorlik sharti.

Kirish. Zamonaviy texnika va texnologiyalardagi: mashinalar, mexanizmlar, qurilmalar va ularning
elementlari materialaridagi chiziqlimas dissipativ xarakteristikalarini hisobga olgan holda tebranishlarini
o‘rganish va ustuvorligini tekshirish natijasida dinamik xarakteristikalarini aniqlash uzoq muddat samarali
ishlashini ta‘minlash nuqtai nazaridan dolzarb muammolardan hisoblanadi.

Taqsimlangan parametrli sistemalarning chiziqlimas xarakteristikalarini hisobga olgan holda ularning
tebranishlarini matematik modellashtirish va ustuvorligini tekshirishga oid ko‘plab ilmiy tadqiqod ishlari
mavjud.

[1]-ishda bir uchidan boshlab qalinligi bir xilda kamayib boradigan sterjenning ko‘ndalang tebranishlari
ko‘rib chiqilgan. Tebranishlar tezligi tahlil qilingan. Olingan differensial tenglamalar aniq yechimga ega ekanligi
ko‘rsatilgan. Bu yechimlar asosida qalinligi o‘zgarishi parabolik bo‘lmaganda sterjen tenglamasini yechish uchun
yangi usul taklif etilgan, xulosalar berilgan.

[2]-ishda o‘zgaruvchan ko‘ndalang kesimli sterjenlarning tebranishlarini tahlil qilishning sonli usullari
keltirilgan. Ostrogradskiy - Gamilton printsipi sterjen bo‘ylama, buralma va ko‘ndalang tebranishlari
tenglamalarini olish uchun qo‘llanilgan. Turli xil chegaraviy shartlarda differensial hisoblashlar usullari bilan
berilgan chegaraviy masalalar yechilgan, tahlil qilingan.

[3]-ishda diskret va uzluksiz sistemalarning chiziqli bo‘lmagan erkin va majburiy tebranishlari o‘rganilgan.
Sistemalar Lagranj tenglamalari yordamida matematik modellashtirilgan, yechish metodikalari ishlab chiqilgan.

[4]-ishda chiziqli bo‘lmagan sistemalarning harakat ustuvorligi parametrlarining o‘zgarishiga bog‘liq
holda nazariy o‘rganilgan. Sistema harakatining ustuvor va ustuvor bo‘lmagan sohalarini ajratishga doir
teoremalar keltirilgan. Harakati davriy koeffisientli bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamalar bilan ifodalangan
sistemalarning harakat ustuvorligi tahlil qilingan.

[5]-ishda chiziqli bo‘lmagan sistemalarni tebranma harakatlarini tekshirishda qo‘llaniladigan garmonik
balans usuli haqida nazariy ma‘lumotlar berilgan. Sistema harakat differensial tenglamasidagi chiziqli
bo‘lmagan koeffisientlarnining xarakteri tahlil qilingan. Bundan tashqari gisterezis tipidagi elastik dissipativ
xarakteristikaga ega bo‘lgan sistemalar uchun ularning xarakteristik tenglamasini aniqlash usuli ko‘rsatilgan,
asoslab berilgan.
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[6-13]-ishlarda turli xil qo‘zg‘alishlar ta‘siridagi chiziqli bo‘lmagan sistemalar harakat ustuvorligini
tekshirishning nazariy asoslari va qo‘llanilishi keltirilgan, chiziqlimas xarakteristikalarni chiziqlilashtirish
masalalari qaralgan.

Nomukammal elastik - gisterezis tipidagi dissipativ xarakteristikali ko‘ndalang kesimi o‘zgaruvchan
sterjenni kinematik qo‘zg‘alishlar ta‘siridagi tebranishlarini matematik modellashtirish va statsionar harakatlari
ustuvorligini turli chegaraviy shartlarda tekshirish yechilishni talab etadigan dolzarb masalalardan hisoblanadi.

Masalaning qo‘yilishi va yechish metodikasi. Ushbu ishda ko‘ndalang kesimi o‘zgaruvchan gisterezis
tipidagi elastik dissipativ xarakteristikali sterjenning kinematik qo‘zg‘alishlardagi ko‘ndalang tebranishlarini
ustuvorligini tekshirish masalasini qaraymiz.

Gisterezis tipidagi elastik dissipativ xarakteristikali elastik sterjenning kinematik qo‘zg‘alishlar ta‘siridagi
ko‘ndalang tebranishlarining keltirilgan harakat differensial tenglamasi asos tezlanishini W0 = −εp0 cosωt
ifodasini hisobga olganda quyidagicha bo‘ladi ( εp0 va ω - mos ravishda asos tezlanishining amplitudaviy qiymati
va chastotasi) [14]:

q̈i + {1 +N∗ + jN∗∗} p2
i qi = diεp0 cosωt, (1)

bunda
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qi(t) - vaqt funksiyasi; j2 = −1;E− elastiklik moduli; η1, η2 = η22 sign(ω); lar sterjen materialining
elastik dissipativlik xossalariga bog‘liq bo‘lgan doimiy koeffitsientlar bo‘lib, gisterezis sirtmog‘idan aniqlanadi;
C0, C1, . . . , Cn - gisterezis tugunining tajribadan aniqlanadigan parametrlari bo‘lib, sterjen materialining
dempferlovchi xossalariga bog‘liq [11]; l = const, b = b(x) va h = const - mos ravishda sterjenning uzunligi,
eni va qalinligi; ρ, F - mos ravishda sterjen materialining zichligi va ko‘ndalang kesim yuzi; pi, ui - sterjenning
xususiy chastotalar va tebranish formalari; I = bh3

12 ; di = d1i
d2i

; d1i =
∫ l

0
uidx; d2i =

∫ l
0
u2
i dx; qia = |qi|.

(1) differensial tenglamaning yechimini quyidagicha izlaymiz:

qi = De−jωt + Pe−jωt, (2)

bu yerda D = D(t);P = P (t).
(2) ko‘rinishda izlanayotgan yechimlarning amplitudaviy qiymatlari qia = 2

√
DP shartni qanoatlantiradi.

(1) harakat differensial tenglamani (2) yechimni hisobga olib, standart ko‘rinishida ifodalaymiz.
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Ḋ =
1

2jω

(
1

2
εp0di

(
ejωt + e−jωt
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2
i qi −
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)
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(3) differensial tenglamalarni o‘rtalashtiramiz. U holda

Ḋ =
1

2jω

[
1

2
εp0di − (N∗ + jN∗∗) p

2
iD −

(
p2
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]
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2jω

[
1

2
εp0di + (−N∗ + jN∗∗) p

2
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(
p2
i − ω2

)
P

]
. (4)

Ḋ = Ṗ = 0 shart asosida (4) differensial tenglamalardan D0 va P0 statsionar yechimlarni aniqlanadi va
ularga mos keladigan amplitudalarning qiymatlari quyidagicha ifodalanadi:

qia =
εp0di√

[(1 +N∗) p2
i − ω2]

2
+ [N∗∗p2

i ]
2
. (5)

Aniqlangan yechimlar ustuvorligini tekshirish maqsadida (4) differensial tenglamalarni variatsialaymiz.
Natijada quyidagi xarakteristik tenglamaga ega bo‘lamiz:

λ2 + l1λ+ l0 = 0, (6)

bunda

l1 = 2
(
p2
i − ω2

)
+

(
2N∗ + qia

∂N∗
∂qia

)
p2
i ; (6′)
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)
+
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p2
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)2
. (6′′)

Sterjenning chiziqlimas statsionar tebranishlari ustuvor bo"lishi uchun (6) xarakteristik tenglama
ildizlarining haqiqiy qismi manfiy bo‘lishi yetarli bo‘ladi. Gurvis kriteriysiga asosan (6) xarakteristik tenglama
ildizlarining haqiqiy qismi manfiy bo‘lishini ko‘rsatamiz.

l1 > 0; l0 > 0. (7)

(7) tengsizliklarning birinchi tengsizligini tahlil qilamiz. Buning uchun uni (6‘) ifodasini qo‘yidagicha
yozamiz:

1 +N∗ +
qia
2

∂N∗
∂qia

>
ω2

p2
i

. (8)

(8) tengsizlikning o‘ng tomonidagi ifoda musbatligidan, chap tomonidagi ifoda ham musbatligi kelib
chiqadi, ya‘ni

1 +N∗ +
qia
2

∂N∗
∂qia

> 0. (9)

(7) tengsizliklarning ikkinchi tengsizligi tahlil qilsak, u quyidagi shart bajarilganda o‘rinli bo‘ladi.(
2N∗ + qia

∂N∗
∂qia

)2

− 4

(
N∗

∂qiaN∗
∂qia

+N∗∗
∂qiaN∗∗
∂qia

)
> 0. (10)
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(10) shart gisterezis tipidagi elastik dissipativ xarakteristikali ko‘ndalang kesimi o‘zgaruvchan sterjenning
kinematik qo‘zg‘alishlar ta‘siridagi chiziqlimas stasionar tebranma harakatlarining ustuvorlik sharti hisoblanadi.
Bu ifoda sistema parametrlarining turli qiymatlarida ustuvorlik sohalari hamda chegaralarini aniqlash imkonini
beradi.

Sterjenning chap uchi qistirib mahkamlangan va bir uchi erkin bo‘lgan holni qaraymiz. Bu hol uchun
sterjenning ko‘chishini quyidagicha olingan:

wi(x, t) =

∞∑
i=1

ui(x)qi(t). (11)

Xususiy tebranishlar formalaini quyidagicha olamiz:

ui(x) = ∆1K1 (kix) + ∆2K2 (kix) + ∆3K3 (kix) + ∆4K4 (kix) , (12)

bunda ∆1,∆2,∆3,∆4 - chegaraviy shartlardan aniqlanuvchi koeffitsiyentlar;
K1 (kix) ,K2 (kix) ,K3 (kix) ,K4 (kix)− Krilov funksiyalari, ya‘ni

K1 (kix) =
1

2
(cosh (kix) + cos (kix)) ;K2 (kix) =

1

2
(sinh (kix) + sin (kix)) ;

K3 (kix) =
1

2
(cosh (kix)− cos (kix)) ;K4 (kix) =

1

2
(sinh (kix)− sin (kix)) ; (13)

ki =

(
ρF

EI
p2
i

) 1
4

.

Qaralayotgan masala uchun chegaraviy shartlarni yozamiz.
x = 0 bo‘lgan sterjen uchi uchun:

wi = w0;
∂wi
∂x

= 0, (14)

bunda w0 - asosning ko‘chishi.
x = l bo‘lgan sterjen uchi uchun:

∂2wi
∂x2

= 0;
∂

∂x

(
EI(x)

∂2wi
∂x2

)
|x=x0

= 0. (15)

Bu chegaraviy shartlarga asosan chastota tenglamasini quyidagicha aniqlash mumkin:

1 + cosh (kil) cos (kil) = 0. (16)

1-rasmda (16) chastota tenglamasining grafigi (a) va uning birinchi (b) va ikkinchi (c) nollari keltirilgan.
Bu grafiklardan k1 = 7.500416275 va k2 = 18.77635 ekanligini aniqlash mumkin.

Natijada tebranishlarning birinchi va ikkinchi xususiy formalari quyidagicha bo‘ladi:

u1(x) = 999.668759(cosh(7.500416275x)− cos(7.500416275x))−
−773.8523515(sinh(7.500416275x)− sin(7.500416275x)); (17)

u2(x) = −2.81762557 · 105(cosh(18.7764x)− cos(18.7764x))+

+2.869669872 · 105(sinh(18.7764x)− sin(18.7764x)). (18)

k1 = 7.500416275 va k2 = 18.77635 qiymatlar asosida sterjenning xususiy chastotalarini aniqlaymiz.
Faraz qilaylik sterjen 40X markali po‘lat materialli bo‘lsin. U holda

E = 2.08 · 1011 N

m2
; ρ = 7810

kg

m3
.
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Рис. 1: (16) tenglamani aniqlovchi funksiyaning grafigi.

Birinchi va ikkinchi tebranishlar formalariga mos keladigan xususiy chastotalar quyidagicha bo‘ladi:

p1 = 167.6163034
1

s
.

p2 = 1050.431816
1

s
.

40X markali po‘lat material uchun dissipativ xarakteristikalarni ifodalovchi parametrlarni quyidagicha
olamiz [11]:

C0 = 0; η1 =
3

4
; η2 =

1

π
;

K = 4.805 · 10−3q1a + 2.2787 · q2
1a + 95.934 · q3

1a.

Sterjen eni va balandligi quyidagicha bo‘lsin:
Ko‘ndalang kesimi o‘zgaruvchi bo‘lgan hol uchun:
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b = b∗ + b∗1 sin (n∗x) = 0.02 + 0.01 sin(80x)m;h = 2 · 10−3m.

I1l =
bh3

12
=

(b∗ + b∗1 sin (n∗x))h3

12
=

(0.02 + 0.01 sin(20)) ·
(
2 · 10−3

)3
12

=

=
0.02912945251 ·

(
2 · 10−3

)3
12

= 1.941963501 · 10−11 m4;

Asoslari b∗ + b∗1 sin (n∗x) qonuniyat bilan o‘zgarayotgan Sl yuzini hisoblasak,

Sl = 2

∫ l

0

(b∗ + b∗1 sin (n∗x)) dx = 2

∫ 0.25

0

(0.02 + 0.01 sin(80x))dx =

= 2

(
0.02x− 0.01

80
cos(80x)

)∣∣∣∣0.25

0

= 2(0.02 · 0.25−

−0.01

80
· cos(20) + 0.01

)
= 0.02989797948 m2.

Ko‘ndalang kesimi o‘zgarmas bo‘lgan hol uchun:

I2l =
b0h

3

12
=

0.02 ·
(
2 · 10−3

)3
12

= 1.333333333 · 10−11 m4.

Parametrlarning keltirilgan qiymatlari asosida kinematik qo‘zg‘alishlar ta‘siridagi gisterezis tipidagi
dissipativ xarakteristikali ko‘ndalang kesimi o‘zgaruvchan elastik sterjen ko‘ndalang tebranishlarida olingan
(5) amplituda chastota xarakteristikasi va (10) ustuvorlik chegarasi ifodalarining grafiklarini chizamiz ( εp0 =
0.0001 m ).

Рис. 2: Ko‘ndalang kesimi o‘zgaruvchan sterjen uchun (5) amplituda chastota xarakteristikasi (1-chiziq) va (10
ustuvorlik chegarasi (2-chiziq) ifodalarining grafiklari

2-rasmda ko‘ndalang kesimi o‘zgaruvchan sterjen uchun (5) amplituda chastota xarakteristikasi (1-chiziq)
va (5) ustuvorlik chegarasi (2-chiziq) ifodalarining chastotaga bog‘liq holda o‘zgarish grafiklari keltirilgan.
Bunda ustuvorlik chegarasi bilan chegaralangan ichki soha noustuvor, tashqi soha uchtuvor soha hisoblanadi.
qia ∈ [0.00008; 0.00009] amplitudalar sohasida rezonans chastotasi atrofida tebranishlar noustuvor bo‘ladi.
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Parametrlarning keltirilgan qiymatlari asosida kinematik qo‘zg‘alishlar ta‘siridagi gisterezis tipidagi
dissipativ xarakteristikali ko‘ndalang kesimi o‘zgarmas elastik sterjen ko‘ndalang tebranishlari uchun (5)
amplituda chastota xarakteristikasi va (10) ustuvorlik chegarasi ifodalarining grafiklarini chizamiz ( εp0 =
0.0001 m ).

Рис. 3: Ko‘ndalang kesimi o‘zgarmas sterjen uchun (5) amplituda chastota xarakteristikasi (1-chiziq) va (10)
ustuvorlik chegarasi (2-chiziq) ifodalarining grafiklari

3-rasmda ko‘ndalang kesimi o‘zgarmas sterjen uchun (5) amplituda chastota xarakteristikasi (1-chiziq)
va (5) ustuvorlik chegarasi (2-chiziq) ifodalarining chastotaga bog‘liq holda o‘zgarish grafiklari keltirilgan.
Bunda ustuvorlik chegarasi bilan chegaralangan ichki soha noustuvor, tashqi soha uchtuvor soha hisoblanadi.
qia ∈ [0.00008; 0.00012] amplitudalar sohasida rezonans chastotasi atrofida tebranishlar noustuvor bo‘ladi. 2
va 3 - rasmlarni taqqoslab, ko‘ndalang kesimi o‘zgarmas sterjenning noustuvor sohalari ko‘ndalang kesimi
o‘zgaruvchi bo‘lgan holga nisbatan katta bo‘ladi. Ko‘ndalang kesimi o‘zgarmas sterjenning amplituda-chastota
xarakteristikalarining vertikaldan og‘ishi ko‘ndalang kesimi o‘zgaruvchi bo‘lgan holga nisbatan katta bo‘ladi.
Ko‘ndalang kesimi o‘zgarmas sterjenning rezonans chastotasi atrofidagi amplitudalar ko‘ndalang kesimi
o‘zgaruvchi bo‘lgan holga nisbatan katta bo‘ladi.

Xulosa. Kinematik qo‘zg‘alishlar ta‘siridagi gisterezis tipidagi elastik dissipativ xarakteristikali
ko‘ndalang kesimi o‘zgaruvchan sterjenning ko‘ndalang tebranishlari ustuvorligi tekshirildi. Ustuvorlik shartlari,
sohalari va chegaralari sistema parametrlariga bog‘liq holda aniqlanib, sonli hisoblashlar asosida tahlil qilindi.

Ko‘ndalang kesimi o‘zgarmas sterjenning noustuvor sohalari ko‘ndalang kesimi o‘zgaruvchi bo‘lgan holga
nisbatan katta bo‘lishi, ko‘ndalang kesimi o‘zgarmas sterjenning amplituda-chastota xarakteristikalarining
vertikaldan og‘ishi ko‘ndalang kesimi o‘zgaruvchi bo‘lgan holga nisbatan katta bo‘lishi hamda ko‘ndalang kesimi
o‘zgarmas sterjenning rezonans chastotasi atrofidagi amplitudalar ko‘ndalang kesimi o‘zgaruvchi bo‘lgan holga
nisbatan katta bo‘lishi ko‘rsatildi.
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РЕЗЮМЕ

В этой работе рассмотрена задача исследованию устойчивости нелинейных колебаний стерж-
ня переменного поперечного сечения с диссипативными характеристиками гистерезисного ти-
па при кинематических воздействиях. Используя метода Ляпунова по первому приближению
определены условия устойчивости в аналитическом виде, а также проанализированы области
и границы устойчивости.

Ключевые слова: несовершенный, упругий, стержень, гистерезис, колебание, амплитудно -
частотная характеристика, условие устойчивости.

RESUME

In this paper, the problem of studying the stability of nonlinear vibrations of a beam of variable cross-
section with dissipative characteristics of hysteresis type under kinematic excitations is considered.
Using the Lyapunov method, the stability conditions are determined in analytical form as a first
approximation, and the stability regions and boundaries are analyzed.

Key words:imperfect, elastic, beam, hysteresis, vibration, amplitude-frequency characteristic,
stability condition.
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Abstract

In this paper, we examine two-dimensional cellular automata with the Moore neighborhood under
specific conditions. Specifically, we delve into the characterization of 2D linear cellular automata
defined by the Moore neighborhood, considering mixed boundary conditions over the field Zp. Lastly,
we present the conditions that lead to the reversibility of the obtained rule matrices for 2D finite
CAs.

Key words: cellular automata, boundary conditions, rule matrix, reverisibility.

Introduction

It is understood that a cellular automaton (CA) comprises a collection of cells organized in a grid with a specific
shape. Each cell undergoes state changes over time according to predetermined rules influenced by the states
of neighboring cells. Cellular automata (CAs) have been suggested for various applications including public-key
cryptography, as well as in disciplines such as geography, anthropology, political science, sociology, physics, and
others (see references [1], [2], [3]).

A system’s configuration entails assigning states to all its cells. Each configuration dictates the subsequent
one through a transition rule that operates locally, meaning a cell’s state at time (t+ 1) is solely influenced by
the states of certain neighboring cells at time t. Under certain boundary conditions and with a linear transition
rule, various outcomes emerge (refer to [13]). Typically, 2D cellular automata are explored within triangular,
square, hexagonal, and pentagonal lattices (see [4], [8], [10], [11], [12]).

The mathematical representation of 2D finite cellular automata enables the description of these studied
systems. Of crucial importance is determining the reversibility or irreversibility of these automata. Reversibility
is a critical characteristic signifying the absence of Gardens of Eden in cellular automata. A reversible
cellular automaton ensures that each configuration possesses a unique predecessor. It has been established that
determining the reversibility of cellular automata for dimensions equal to or greater than two is undecidable
(see [8], [9], [10], [11], [13]). This indicates that, in general, deriving the inverse of a given cellular automaton for
higher dimensions via an algorithm is unattainable due to its intricate structure. Consequently, it is evident that
determining inverses or instances of reversibility for 2D finite cellular automata presents a formidable challenge
in the broader context ([5]).

In this paper, we continue to study 2D CA for Moore neighbors on the square lattice with mixing boundary
conditions in [7]. These CA are investigated under new types of boundary conditions with the p-state spin value
case, i.e., over the field Zp. We obtain the transition rule matrices of the Moore finite CA over some mixed
boundary conditions. Then, we give the conditions under which the obtained rule matrices of 2D finite CAs are
reversible.
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Preliminary

The 2D finite CA consists of m × n cells arranged in m rows and n columns, where each cell takes one
of the values of the field Zp. From now on, we will denote 2D finite CA order to m × n by 2D CAm×n. A
configuration of the system is an assignment of the states to all cells. Every configuration determines a next
configuration via a linear transition rule that is local in the sense that the state of a cell at time (t+ 1) depends
only on the states of some of its neighbors at the time t using modulo p algebra.

The von Neumann and Moore neighborhood on CA lattice.
In 2D CA’s theory, there are some classic types of neighborhoods, but in this paper we only restrict

ourselves to the Moore neighborhood. This neighborhood was used in the well known Conway’s Game of Life. It
is similar to the notion of 8-connected pixels in computer graphics. In Figure 4, we illustrate the von Neumann
and Moore neighborhoods. The von Neumann neighborhood the center cell is surrounded by four square cells
(see Figure 4 (left)). The Moore neighborhood comprises eight square cells which surround the center cell x(i;j)

(see Figure 4 (right)). From now on, we deal only with Moore neighborhood. Then the state x(t+1)
i;j of the cell

(i; j)th at time (t+ 1) is defined by the local rule function ψ : Z8
p → Zp as follows:

x
(t+1)
i,j = ψ(xi−1,j−1, xi−1,j , xi−1,j+1, xi,j+1, xi+1,j+1, xi+1,j , xi+1,j−1, xi,j−1)

= ax
(t)
i−1,j−1 + bx

(t)
i−1,j + cx

(t)
i−1,j+1 + dx

(t)
i,j+1 + ex

(t)
i+1,j+1 + fx

(t)
i+1,j

+gx
(t)
i+1,j−1 + hx

(t)
i,j−1 (mod p)

(1)

where a, b, c, d, e, f, g, h ∈ Z∗p = Zp \ {0}.

Рис. 4: von Neumann and Moore neighborhoods

The value of each cell for the next state may not depend upon all eight neighbors.
Remark 1. If we assume a = c = e = g = 0, then all obtained above results hold for von Neumann

neighborhood.
Note that it is impossible to simulate a truly infinite lattice on a computer (unless the active region always

remains finite). Therefore, we have to prescribe some boundary conditions (BC). Regarding the neighborhood
of the boundary cells, four approaches exist:

• If the boundary cells are connected to 0-state, then CA is called null boundary (NB) CA (see Table 2A).

• If the boundary cells are adjacent to each other, then CA is called periodic boundary (PB) CA (see
Table 2B).

• An Adiabatic Boundary (AB) CA is duplicating the value of the cell in an extra virtual neighbor (see
Table 2C).

• A Reflexive Boundary (RB) CA is designed for the value of the left and right neighbors to be equal
concerning the boundary cell (see Table 2D).

The rule matrix of Moore CA and mixed boundary condition

Now, we can characterize the rule matrix TR under null boundary conditions. In order to characterize the
corresponding rule, first we represent each state matrix of size m× n as a column vector of size mn× 1. If the
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0 0 0 0 0

0 0
0 CA3×3 0

0 0

0 0 0 0 0

x(i+1,j+1) x(i+1,j−1) x(i+1,j) x(i+1,j+1) x(i+1,j−1)
x(i−1,j+1) x(i−1,j−1)
x(i,j+1) CA3×3 x(i.j−1)
x(i+1,j+1) x(i+1,j−1)
x(i−1,j+1) x(i−1,j−1) x(i−1,j) x(i−1,j+1) x(i−1,j−1)

(A) (B)

x(i−1,j−1) x(i−1,j−1) x(i−1,j) x(i−1,j+1) x(i−1,j+1)
x(i−1,j−1) x(i−1,j+1)
x(i,j−1) CA3×3 x(i,j+1)
x(i+1,j−1) x(i+1,j+1)
x(i+1,j−1) x(i+1,j−1) x(i+1,j) x(i+1,j+1) x(i+1,j+1)

x(i,j) x(i,j−1) x(i,j) x(i,j+1) x(i,j)
x(i−1,j) x(i−1,j)
x(i,j) CA3×3 x(i,j)
x(i+1,j) x(i+1,j)
x(i,j) x(i,j−1) x(i,j) x(i,j+1) x(i,j)

(C) (D)

Таблица 2: Boundary conditions on a 2D finite CA3×3: (A) – null; (B) – periodic; (C) – adiabatic; (D) – reflexive.

same rule is applied to all the cells in each evaluation, then those CA is called uniform or regular. Throughout
the paper we deal with uniform CA.

Thus, the problem of finding a rule matrix of the corresponding rule is taken from the space of m × n
matrices to the space of Zmnp . In order to describe this problem more detailly we define the following map:

ϕ : Mm×n(Zp) −→Mmn×1(Zp)

which takes the t-th state X(t) given by

C(t) :=


x

(t)
11 x

(t)
12 . . . x

(t)
1n

x
(t)
21 x

(t)
22 . . . x

(t)
2n

...
...

...
...

x
(t)
m1 x

(t)
m2 . . . x

(t)
mn

 −→ X(t) := (x
(t)
11 , x

(t)
12 , . . . , x

(t)
1n , . . . , x

(t)
m1, . . . , x

(t)
mn)T . (2)

where the superscript T denotes the transpose and Mm×n(Zp) is the set of matrices with entries {0, 1, 2, . . . , p−
1}.

Thus, local rules will be assumed to act on Zmnp rather than Mm×n(Zp). The matrix C(t) is called
the configuration matrix (or information matrix) of the 2-D finite CA at the time t and C(0) is the initial
information matrix of the 2-D finite CA. Therefore, one can conclude that ϕ(C(t)) = X(t).

Using the identification (2), we can define

T ·X(t) = X(t+1) (mod p).

Let ei,j ∈Mm×n(Z∗p) be the matrix units. Consider the following two sets:

X = {ei,j , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} , Y = {e0,i, em+1,i, ej,0, ej,n+1, 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ m} .

We define α, η, π, ρ : Y → X mappings by the boundary conditions in the Table 2. Namely, α is adiabatic BC,
η is null BC, π is periodic BC and ρ is reflexive BC.

Now consider a mapping ϕ : Γ → Γ where Γ = {α, η, π, ρ}.Then we study the CA under boundary
conditions that depends on the mapping ϕ. In other words, the boundary cells are evaluated depending upon
ϕ(x), x ∈ Γ (see Figure 5). A mixed boundary condition is defined when the boundary sides of the lattice are
not in the same boundary condition, that is, as in Figure 6. I, II, III, and IV type boundary conditions in Figure
6 are described one of the boundary conditions from the set Γ.

In the paper [6] for the bijective function ϕ (i.e. the boundary condition as the form (A) in Figure 6)
the characterization problem of 2D finite von Neumann CA is completely solved. We divide the other forms of
mixed boundary conditions into two groups. The first group of mixed boundary condition consists two elements
of the set Γ. The second one contains three elements of Γ. As showed in Figure 6, the first group of mixed
boundary condition is illustrated in three appearances, i.e. (D), (E) and (F). In this paper we shall plan to
research CA with boundary conditions of forms (E) and (F).

The characterization of CA with boundary condition of the form (E)
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Рис. 5: Mixed boundary conditions

Considering that Γ has four elements and the form (E), then 12 types of mixing boundary conditions can
be present. First, we give the rule matrices of 2D CA under the boundary conditions of all possible cases in the
form (E).

Let us define ψE is non-bijective maps on Γ as

ψE(α) = ψE(π) = η, ψE(ρ) = ψE(η) = ρ, (3)

If we study Moore neighborhood under the condition (3) there is ambiguity with setting boundary
condition in the cells x0,0, x0,n+1, xm+1,0, xm+1,n+1. In order to distinguish this unclearness on the condition
(3) we fix null boundary conditions for those cells.

First, we use some denotations. By T we refer to the rule matrix 2D CAm×n under the null boundary
condition and this matrix T with the order mn×mn is

T =



A B O O . . . O O O
C A B O . . . O O O
O C A B . . . O O O
...

...
...

...
. . .

...
...

...
O O O O . . . C A B
O O O O . . . O C A


, (4)

where

A = d

n−1∑
i=1

εi,i+1 + h

n−1∑
i=1

εi+1,i, B = f

n∑
i=1

εi,i + e

n−1∑
i=1

εi,i+1 + g

n−1∑
i=1

εi+1,i,

C = b

n∑
i=1

εi,i + c

n−1∑
i=1

εi,i+1 + a

n−1∑
i=1

εi+1,i,

εi,j ∈Mn×n(Zp) are the unit matrices and a, b, c, d, e, f, g, h ∈ Zp.
To establish the transition rule matrix TEψ structure under the boundary conditions defined by (3), it is

needed to specify the action of TEψ on the basis matrices ei,j , respectively. Firstly, let us take the linear transition
TEψ from m × n matrix space structure to itself. The images TEψ (ei,j) of ei,j are connected to the four nearest
neighbor elements considering the Moore neighborhood. Note that the boundary condition ψ does not play role
for non-border cells. Hence, TEψ (ei,j) elements are equal to a linear sum of its eight neighbor elements. Thus,
for non-border elements we have
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Рис. 6: Mixed boundary conditions: (A) all sides of the lattice have different types of boundary conditions; (B)-
(C) three types of boundary conditions on the sides of the lattice; (D)-(E)-(F) two types of boundary conditions
on the sides of the lattice.

TEψ (ei,j) = T (ei,j) = aei−1,j−1 + bei−1,j + cei−1,j+1 + dei,j+1 + eei+1,j+1 + fei+1,j + gei+1,j−1 + hei,j−1. (5)
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Now, we define the action of TEψ on the border elements. Border cells e1,1, e1,n, em,1, em,n have five
neighbors out of the configuration and cells x0,0, x0,n+1, xm+1,0, xm+1,n+1 are under null boundary conditions
in mentioned above. Then we obtain

TEψ (e1,1) = T (e1,1) + bψ(e0,1) + cψ(e0,2) + hψ(e1,0) + gψ(e0,2),

TEψ (e1,n) = T (e1,n) + aψ(e0,n−1) + bψ(e0,n) + dψ(e1,n+1) + eψ(e2,n+1),

TEψ (em,1) = T (em,1) + aψ(em−1,0) + dψ(em,0) + fψ(em+1,1) + eψ(em+1,2),

TEψ (em,n) = T (em,n) + cψ(em−1,n+1) + dψ(em,n+1) + fψ(em+1,n) + gψ(em+1,n−1),

where a, b, c, d, e, f, g, h ∈ Zp.
Moreover, the border elements excepting e1,1, e1,n, em,1, em,n have three neighbors out of the configuration.

Thus, we get the following:

TEψ (e1,i) = T (e1,i) + aψ(e0,i−1) + bψ(e0,i) + cψ(e0,i+1),

TEψ (em,i) = T (em,i) + gψ(em+1,i−1) + fψ(em+1,i) + eψ(em+1,i+1), 2 ≤ i ≤ n− 1

TEψ (ej,1) = T (ej,1) + aψ(ej−1,0) + hψ(ej,0) + gψ(ej+1,0),

TEψ (ej,n) = T (ej,n) + cψ(ej−1,n+1) + dψ(ej,n+1) + eψ(ej+1,n+1), 2 ≤ j ≤ m− 1,

where 2 ≤ i ≤ n− 1, 2 ≤ j ≤ m− 1 and a, b, c, d, e, f, g, h ∈ Zp.
If we consider the function ψ in (3) and the boundary conditions in Table 2, then the following result is

true.
Theorem 1.Let TEψ : Zmnp → Zmnp be the rule matrix which takes the finite Moore CA over the

configuration C(t) of order m × n to the configuration C(t + 1) under the boundary condition of ψE. Then
TEψ has the following matrix form:

TEψ = T +



A1 B1 O O . . . O O O
C1 A1 B1 O . . . O O O
O C1 A1 B1 . . . O O O
...

...
...

...
. . .

...
...

...
O O O O . . . C1 A1 B1

O O O O . . . O C1 A1


, (6)

where A1 = hε1,2 + dεn,n−1, B1 = gε1,2 + eεn,n−1, C1 = aε1,2 + cεn,n−1,
O, ε1,2, εn,n−1 ∈Mn×n(Zp), O is the zero matrix and ε1,2, εn,n−1 are unit matrices.

Доказательство. Firstly, let us take the linear transition TEψ : Mm×n(Zp)→Mm×n(Zp). The image TEψ (ei,j)
of ei,j is connected to the four nearest neighbor elements considering the von Neumann neighborhood. Hence
TEψ (ei,j) elements are equal to a linear sum of its five neighbor elements.

Let us denote by E(i−1)n+j = ei,j , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, the row vector 1 × mn whose has the
((i− 1)n+ j)-th (or (i, j)-th in matrix form) entry equals to 1 and the others are equal to zero. Then we have

TEψ ·



E1

...
En
...
...
...

Emn


= TEψ ·



e1,1

...
e1,n

...
ei,j

...
em,1

...
em,n


=



TEψ (e1,1)

...
TEψ (e1,n)

...
TEψ (ei,j)

...
TEψ (em,1)

...
TEψ (em,n)


=



(d+h)e1,2+(e+g)e2,2+fe2,1

...
(d+h)e1,n−1+(e+g)e2,n−1+fe2,n

...
aei−1,j−1+bei−1,j+cei−1,j+1+dei,j+1

+eei+1,j+1+fei+1,j+gei+1,j−1+hei,j−1

...
(a+c)em−1,2+bem−1,1+(d+h)em,2

...
(a+c)em−1,n−1+bem−1,n+(d+h)em,n−1


=
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

A1 B1 O O . . . O O O
C1 A1 B1 O . . . O O O
O C1 A1 B1 . . . O O O
...

...
...

...
. . .

...
...

...
O O O O . . . C1 A1 B1

O O O O . . . O C1 A1


·



E1

...

...

...
Emn


.

Hence, the transition of the representation of matrix related to the equations above presented in () is
obtained. So, the proof is complete.

The matrix in Theorem 1 is described null-reflexive the boundary condition as the type (E). Now we give
the rule matrices for null-periodic, null-adiabatic, periodic-reflexive, adiabatic-reflexive, adiabatic-periodic cases
as the type (E). Let us formulate these boundary conditions accordingly using the following functions:

µE(α) = µE(π) = η, µE(ρ) = µE(η) = π,

νE(α) = νE(π) = η, νE(ρ) = νE(η) = α,

ωE(α) = ωE(π) = π, ωE(ρ) = ωE(η) = ρ,

τE(α) = τE(π) = α, τE(ρ) = τE(η) = ρ,

γE(α) = γE(π) = α, γE(ρ) = γE(η) = π.

Then the following theorem gives the rule matrices of 2D CA under the boundary conditions
µE , νE , ωE , τE , γE .

Theorem 2. Let T : Zmnp → Zmnp be the rule matrices which takes the finite Moore CA over
the configuration C(t) of order m × n to the configuration C(t + 1) under the boundary conditions of
µE , νE , ωE , τE , γE. Then TR have the following matrix forms:

TEµ =



A2 B2 O O . . . O O O
C2 A2 B2 O . . . O O O
O C2 A2 B2 . . . O O O

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. . .

.

.

.

.

.

.

.

.

.
O O O O . . . C2 A2 B2
O O O O . . . O C2 A2


, TEν =



A3 B3 O O . . . O O O
C3 A3 B3 O . . . O O O
O C3 A3 B3 . . . O O O

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. . .

.

.

.

.

.

.

.

.

.
O O O O . . . C3 A3 B3
O O O O . . . O C3 A3



TEω =



A1 B1 O O . . . O O C2
C1 A1 B1 O . . . O O O
O C1 A1 B1 . . . O O O

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. . .

.

.

.

.

.

.

.

.

.
O O O O . . . C1 A1 B1
B2 O O O . . . O C1 A1


, TEτ =



A1 + C3 B1 O O . . . O O O
C1 A1 B1 O . . . O O O
O C1 A1 B1 . . . O O O

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. . .

.

.

.

.

.

.

.

.

.
O O O O . . . C1 A1 B1
O O O O . . . O C1 A1 + B3



TEγ =



A2 + C3 B2 O O . . . O O O
C2 A2 B2 O . . . O O O
O C2 A2 B2 . . . O O O

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. . .

.

.

.

.

.

.

.

.

.
O O O O . . . C2 A2 B2
O O O O . . . O C2 A2 + B3


,

where A2 = A+ hε1,n + dεn,1, B2 = B + gε1,n + eεn,1, C2 = C + aε1,n + cεn,1,
A3 = A+ hε1,1 + dεn,n, B3 = B + gε1,1 + eεn,n, C3 = C + aε1,1 + cεn,n,

O, ε1,1, εn,n ∈Mn×n(Zp), O is the zero matrix and ε1,2, εn,n−1 are unit matrices.
In the beginning of the section, we refer that the number of all possible cases as the form (E) is 12.

Above we gave rule matrices for 6 cases. The remaining 6 cases are generated by permutating the previous
pairing boundary conditions with each other. Next theorem gives the rule matrices 2D CA under the boundary
conditions ψE , µE , νE , ωE , τE , γE by rotating 180◦ degree in the lattice. We denote this boundary conditions by
ψ′E , µ

′
E , ν

′
E , ω

′
E , τ

′
E , γ

′
E .
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Theorem 3. Let T : Zmnp → Zmnp be the rule matrices which takes the finite Moore CA over
the configuration C(t) of order m × n to the configuration C(t + 1) under the boundary conditions of
ψ′E , µ

′
E , ν

′
E , ω

′
E , τ

′
E , γ

′
E . Then T have the following matrix forms:

TE
ψ′ =



A B + C O O . . . O O O
C A B O . . . O O O
O C A B . . . O O O

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.
.
.
.

O O O O . . . C A B
O O O O . . . O B + C A


, TE

µ′ =



A B O O . . . O O C
C A B O . . . O O O
O C A B . . . O O O

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.
.
.
.

O O O O . . . C A B
B O O O . . . O C A


,

TE
ν′ =



A + C B O O . . . O O O
C A B O . . . O O O
O C A B . . . O O O

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.
.
.
.

O O O O . . . C A B
O O O O . . . O C A + B


TE
ω′ =



A2 B2 + C O O . . . O O B4
C2 A2 B2 O . . . O O O
O C2 A2 B2 . . . O O O

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.
.
.
.

O O O O . . . C2 A2 B2
C4 O O O . . . O C2 + B A2


,

TE
τ′ =



A4 B3 + C O O . . . O O O
C3 A3 B3 O . . . O O O
O C3 A3 B3 . . . O O O

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.
.
.
.

O O O O . . . C3 A3 B3
O O O O . . . O C3 + B A5


TE
γ′ =



A4 B3 O O . . . O O C
C3 A3 B3 O . . . O O O
O C3 A3 B3 . . . O O O

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.
.
.
.

O O O O . . . C3 A3 B3
B O O O . . . O C3 A5


,

where

A2 = A+ hε1,n + dεn,1, B2 = B + gε1,n + eεn,1, C2 = C + aε1,n + cεn,1,
A3 = A+ hε1,1 + dεn,n, B3 = B + gε1,1 + eεn,n, C3 = C + aε1,1 + cεn,n,
A4 = A3 + aε1,1 + cεn,n, B4 = aε1,n + cεn,1, C4 = gε1,n + eεn,1,
A5 = A3 + gε1,1 + eεn,n,

O, ε1,1, εn,n ∈Mn×n(Zp), O is the zero matrix and ε1,2, εn,n−1 are unit matrices.

Reversibility of the rule matrices

In this section, we will outline an algorithm to determine the reversibility of the 2D (linear) cellular
automaton defined by the Moore rule under non-bijective boundary conditions represented by the function φ.
Given that we have already derived the rule matrix TφR corresponding to the 2D finite cellular automaton with
the function φ, we can express the relationship between the column vectors X(t) and the rule matrix TφR as
follows:

X(t+1) = TφR ·X
(t) (mod p).

If the rule matrix TR is non-singular, then we can express:

X(t) = (TφR)−1 ·X(t+1) (mod p).

Hence, our primary objective is to investigate whether the rule matrices TφR in Theorem 1, Theorem 2
and Theorem 3 are invertible or not. It is widely recognized that the 2D finite cellular automaton is reversible if
and only if its rule matrix TφR is non-singular. If the rule matrix TφR achieves full rank, indicating it is invertible,
then the 2D finite cellular automaton is reversible; otherwise, it is irreversible.

For solve the problem of reversibility we give the following lemma in [7].
Lemma 1.Let T ∈Mmn×mn(Zp) be a matrix of the following form:

Am X O . . . O O
Bm−1 Am−1 X . . . O O
O Bm−2 Am−2 . . . O O
...

...
...

. . .
...

...
O O O . . . A2 X
O O O . . . B1 A1


, (7)
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where all submatrices are n× n, O is the zero matrix. If the submatrix X has full rank, then

rank(T ) = (m− 1)n+ rank(Pm),

with P1 = A1, P2 = −B1 −A1X
−1A2, Pk = −Pk−2X

−1Bk−1 − Pk−1X
−1Ak, k ∈ {3, . . . ,m}.

Remark 1.Since the rank of the transpose of the matrix is equal to rank of itself, then we can prove
similar result to Lemma 1 for matrices T ∈Mmn×mn(Zp) of the following form:

A1 B1 O . . . O O
X A2 B2 . . . O O
O X A3 . . . O O
...

...
...

. . .
...

...
O O O . . . Am−1 Bm−1

O O O . . . X Am

 , (1)

where all submatrices are n×n, O is the zero matrix, I is the identity matrix. If the submatrix X has full rank,
then

rank(T ) = (m− 1)n+ rank(Pm),

where P1 = A1, P2 = −A1X
−1B2, Pk = −Pk−2X

−1Bk−1 − Pk−1X
−1Ak, k ∈ {3, . . . ,m}.

By Lemma 1 we can give the following result.
Proposition 1.Consider the rule matrices TEψ , TEµ , TEν , TEτ , TEγ and TEν′ . These matrices is being as the

form in Lemma 1 or Remark 1, then it can be calculated their ranks by the formula in Lemma 1 or Remark 1.
Remark 2. According to the condition in Lemma 1, it was required that X has full rank. It should be

considered B, C, B1, C1, B2, C2, B3, C3 as X.
Note that the determinant of all matrices are mentioned in the last remark comes to calculate the following

matrix

X =



x y 0 . . . 0 0 0
z x y . . . 0 0 0
0 z x . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . z x y
0 0 0 . . . 0 z x


.

By using methods of evaluating higher-order determinants, for the determinant of X we obtain the
following result.

Proposition 2.Let X be a matrix n× n. Then

det(X) = ∆n = x∆n−1 − yz∆n−2

where ∆n =

[n
2

]∑
k=0

C2k+1
n+1 (x)n−2k(x2−4yz)k

2n and [n2 ] is the integer part of n
2 . Moreover, we can simplify this

determinant under some conditions:

• if yz = 0, then det(X) = xn;

• if x = 0 , then det(X) =

{
0, n− odd;
(−yz)n2 ; n− even,

• if yz 6= 0, y + z = x, and z 6= y then det(X) = yn+1−zn+1

y−z ;

• if yz 6= 0, y + z = x and z = y, then det(X) = (n+ 1)yn.

Theorem 4. Let T be the rule matrix TEψ in Theorems 1. If the matrix B1 and C1 have the full rank,
then

rank(T ) = (m− 1)n+ rank(Pm),
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where the submatrix Pm is computed as in Remark 1.
Remark 3.It can be calculated the rank of the rule matrices TEµ , TEν , TEτ , TEγ and TEν′ in Theorems 2, 3

in the method of Theorem 4.
Example. In order to illustrate the previous theorem, we take m = 4 and n = 3 and consider the rule

matrix TEψ with over the ternary field Z3. Thanks to Theorem 1 we have

TEψ =


A1 B1 O O
C1 A1 B1 O
O C1 A1 B1

O O C1 A1

 ,

where O is the zero matrix and

A1 =

 0 h+ d 0
h 0 d
0 h+ d 0

 , B1 =

 f g + e 0
g f e
0 g + e f

 , C1 =

 b a+ c 0
a b c
0 a+ c b

 ,

with a, b, c, d, e, f, g, h ∈ Z3.
Now, let a = c = 0, b = d = e = f = g = h = 1. Then,

A1 =

 0 2 0
1 0 1
0 2 0

 , B1 =

 1 2 0
1 1 1
0 2 1

 , C1 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Since C1 has the full rank (i.e. detC1 = 1) we find the matrix P4 in Remark 1. According to the recurrence
relation in Lemma 1, we get the following matrices:

P1 =

 0 2 0
1 0 1
0 2 0

 , P2 =

 1 1 1
2 2 2
1 1 1

 , P3 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 , P4 =

 1 1 1
2 2 2
1 1 1

 .

Therefore, by applying the algorithm for computing the rank of the rule matrix TEψ (see Theorem 4) we have

rank(TφR) = (4− 1) · 3 + rank(P4) = 9 + 1 = 10.

Hence, the rule matrix TEψ does not have full rank. This implies that it is not reversible. In other words
the mapping TEψ is not surjective.
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Annotatsiya

Ushbu maqolada ba’zi shartlar ostida ikki o‘lchamli Mur kletkali avtomatlari o‘rganilgan. Xususan,
Zp maydonida aralash chegaraviy shartli Mur qo‘shnilarili 2D chiziqli kletkali avtomatlarning
tavsifini ko‘rib chiqamiz. So‘nggida, biz 2D chekli KA uchun olingan qoida matritsalarining
teskarilanuvchanlik shartlari topilgan.

Kalit so‘zlar: kletkali avtomatlar, chegaraviy shartlar, qoida matritsasi, teskarilanuvchanlik.

Аннотация

В этой статье мы исследуем двумерные клеточные автоматы с окрестностью Мура при опре-
деленных условиях. В частности, мы углубляемся в характеристику двумерных линейных кле-
точных автоматов, определяемых окрестностью Мура, рассматривая смешанные граничные
условия над полем Zp. Наконец, мы представляем условия, которые приводят к обратимости
полученных матриц правил для двумерных конечных КА.

Ключевые слова: клеточные автоматы, граничные условия, матрица правил, обратимость.
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PIFAGOR UCHLIGINING FRAKTAL XOSSALARI
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husniddinhikmatovich@gmail.com

REZYUME

To‘g‘ri burchakli uchburchak gipotenuzasida katetlari yordamida ajratilgan kesmalar bilan teng yonli
uchburchak orasidagi bog‘lanishlar, teng yonli uchburchak va Rn fazoda n o‘lchamli Pifagor g‘ishti
orasidagi bog’lanishlar ko‘rsatilgan. Hamda bu ishda teng yonli va to‘g‘ri burchakli uchburchaklar
orasidagi fraktal bog’lanishlar chizma hamda sxemalarda aks ettirilgan. Eyler g‘ishtining qirralari
va diagonalini hosil qiluvchi qo‘shimcha r ∈ Z parametrli tenglama keltirilgan.

Kalit so‘zlar: Pifagor soni, Pifagor taxtasi, Pifagor g‘ishti, Eyler uchligii, Eyler g‘ishti, diagonal,
to‘g‘ri burchakli uchburchak, teng yonli uchburchak, parametrli tenglama.

Agar butun musbat a, b va c sonlari uchun a2 + b2 = c2 tenglik o‘rinli bo‘lsa, (a, b; c) uchlikka Pifagor
uchligi deyiladi.

Bizga, ABC to‘g‘ri burchakli uchburchak berilgan bo‘lsin (1-chizma).
Agar AC = b, BC = a va AB = c ga teng bo‘lsin. A nuqtani aylana markazi deb AC = AE = b ni, B nuqtani
aylana markazi deb BC = BD = a ni chizamiz. Demak:

AC = AE = b, BC = BD = a, AD = AB −DB = c− a, BE = AB −AE = c− b,

DE = AB −AD −BE = c− (c− a)− (c− b) = a+ b− c,

AD +BE = c− a+ c− b = 2c− a− b

larga ega bo‘lamiz.

Рис. 7: 1-chizma

Demak, to‘g‘ri burchakli uchburchak gipotenuzasini (1-chizma) c− a , c− b va a+ b− c kabi kesmalarga
ajratamiz, gipotenuzadagi ikki chetki c− a va c− b kesmalar yig‘indisi 2c− a− b uchun:

(c− a)2 + (a+ b− c)2 + (c− b)2 = (2c− a− b)2

tenglik o’rinli. Bu tenglik quyida 1-teoremada n = 3 desak kelib chiqadi.
1-teorema. Agar a, b va c Pifagor sonlari bo‘lsa, u holda ixtiyoriy n uchun quyidagi

(n− 2) (c− a)
2
+ (b− (n− 2) (c− a))

2
+

+(
(n− 1) (n− 2)

2
(c− a) + a− (n− 2) b)

2

= (
(n− 1) (n− 2)

2
(c− a) + c− (n− 2) b)

2
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tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Quyida 1-teoremadan n ning ba’zi qiymatlari uchun natijalar olamiz
n = 2 uchun, b2 + a2 = c2

n = 3 uchun, (c− a)
2

+ (a+ b− c)2 +(c− b)2
=(2c− a− b)2

n = 4 uchun, (c− a)
2
+ (c− a)

2 +(b+ 2a− 2c)
2
+(3c− 2a− 2b)

2
= (4c− 3a− 2b)

2

n = 5 uchun, (c− a)
2
+ (c− a)

2
+ (c− a)

2 +(b+ 3a− 3c)
2
+(6c− 5a− 3b)

2
= (7c− 6a− 3b)

2 kabi
natijalarga ega bo’lamiz.

Рис. 8: 2-chizma

1-teoremadagi formuladan n ning n =2, n =3, n =4 va n =5 qiymatlari uchun olingan natijalarning
2-chizmada tasvirlaymiz.
Endi 1-teoremadagi formuladan n = 3 holatdan foydalanib n = 2 holga o‘tishni chizmada ko‘rsatamiz:
n = 3 uchun, (c− a)

2
+ (a+ b− c)2 +(c− b)2

=(2c− a− b)2 dan foydalanib

a+ b− c+ c− a = a

a+ b− c+ c− b = b

a+ b− c+ 2c− a− b = c

a, b va c ni topdik, va bulardan
n = 2 dagi b2 +a2=c2 kelib chiqadi (3-chizma).
Endi 1-teoremadagi formuladan n = 5 holdan n = 4 holga o‘tishni 3-chizmada ko‘rsatamiz.
n = 5 uchun, (c− a)

2
+ (c− a)

2
+ (c− a)

2 +(b+ 3a− 3c)
2
+(6c− 5a− 3b)

2
= (7c− 6a− 3b)

2 dan foydalanib

b+ 3a− 3c+ c− a = b+ 2a− 2c

b+ 3a− 3c+ 6c− 5a− 3b = 3c+ 2a− 2b

b+ 3a− 3c+ 7c− 6a− 3b = 4c− 3a− 2b

c− a larning ikkitasi o‘z-o‘ziga o‘tadi. b+ 2a− 2c, 3c− 2a− 2b va 4c− 3a− 2b ni topdik, va bulardan
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Рис. 9: 3-chizma

Рис. 10: 4-chizma

n = 4 uchun, (c− a)
2
+ (c− a)

2 +(b+ 2a− 2c)
2
+(3c− 2a− 2b)

2
= (4c− 3a− 2b)2 kelib chiqadi (4- chizma).

2-teorema. Agar a , b va c Pifagor sonlari bo‘lsa, u holda ixtiyoriy n uchun quyidagi

(n− 2) (c+ a)
2

+ (b+ (n− 2) (c+ a))
2
+

+(
(n− 1) (n− 2)

2
(c+ a)− a+ (n− 2)b)

2

=

= (
(n− 1) (n− 2)

2
(c+ a) + c+ (n− 2)b)

2

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Endi 2-teoremadan n ning ba’zi qiymatlari uchun natijalar yozamiz
n = 2 uchun, b2 +a2=c2 Pifagor teoremasi.
n = 3 uchun, (c+ a)

2
+ (a+ b+ c)

2 +(c+ b)
2
=(2c+ a+ b)

2

n = 4 uchun, (c+ a)
2
+ (c+ a)

2 +(b+ 2a+ 2c)
2
+(3c+ 2a+ 2b)

2
= (4c+ 3a+ 2b)

2
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n = 5 uchun, (c+ a)
2
+ (c+ a)

2
+ (c+ a)

2
+ (b+ 3a+ 3c)

2
+ (3b+ 5a+ 6c)

2
= (7c+ 6a+ 3b)

2

Endi 2-teoremadan foydalanib (3, 4; 5) va (4, 3; 5) Pifagor uchliklari yordamida qurish mumkin bo‘lgan ikki
seriya Pifagor g‘ishtlari qirralari hamda diagonalini 1- jadvalda keltiramiz [2-17 bet]:

P.G‘

Rn

2-teorema yordamida qurilgan
Pifagor g‘ishtlari
(3, 4; 5)

2-teorema yordamida qurilgan
Pifagor g‘ishtlari
(4, 3; 5)

Qirralari Diagonali Qirralari Diagonali
R3 (8, 12, 9) 17 (9, 12, 8) 17
R4 (8, 8, 20, 29) 37 (9, 9, 21, 29) 38
R5 (8, 8, 8, 28, 57) 65 (9, 9, 9, 30, 59) 68
R6 (8, 8, 8, 8, 36, 93) 101 (9, 9, 9, 9, 39, 98) 107
R7 (8, 8, 8, 8, 8, 44, 137) 145 (9, 9, 9, 9, 9, 48, 149) 155

1-jadval.

Endi 2-teoremadagi formuladan n ning n = 2, n = 3, n = 4 va n = 5 qiymatlari uchun olingan natijalarning
5-chizma bilan ko‘rsatamiz [2-20 bet].

Рис. 11: 5-chizma

Xulosa.

Endi 2-teoremadan n ning ba’zi qiymatlari uchun:
n = 2 uchun, b2 +a2 = c2 (a, b; c) - Pifagor uchligini,
n = 3 dan (c+ a)

2
+ (a+ b+ c)

2+(c+ b)
2

= (2c+ a+ b)
2

(c+ a, a+ b+ c, c+ b; 2c+ a+ b) - Pifagor to‘rtligini,
n = 4 dan (c+ a)

2
+ (c+ a)

2 +(b+ 2a+ 2c)
2

+ (3c+ 2a+ 2b)
2

= (4c+ 3a+ 2b)
2

(c+ a, c+ a, b+ 2a+ 2c, 3c+ 2a+ 2b; 4c+ 3a+ 2b) - Pifagor beshligini hamda

(c− a, c− a, . . . , c− a︸ ︷︷ ︸
(n−3)ta

, b+ (n− 2) (c+ a) ,

(n−1)(n−2)
2 (c+ a)−a+ (n−2)b; (n−1)(n−2)

2 (c+ a) + c+ (n−2)b) - Pifagor n ligini yozishimiz mumkin. Demak,
bitta Pifagor uchligidan qirralari butun musbat Pifagor n ligini, ya’ni n olchamli Pifagor gishtlatini qurish
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mumkin. Misol uchun, 2-teoremadan n = 3 uchun olingan,

(c+ a)
2

+ (a+ b+ c)
2

+ (c+ b)
2
=(2c+ a+ b)

2

natija teng yonli ABC uchburchak va TNKODHFS to‘g‘ri parallelepiped, ya’ni “Pifagor g‘ishti” orasidagi
boglanish 6-chizmada quyidaguicha ko‘rsatish mumkin [2-20 bet].

Рис. 12: 6-chizma

Bizga α tekislikda teng yonli CTD uchburchak berilgan bo‘lsin,
AB = a+ b+ c, BD = c+ a, DC = c+ b va AC = 2c+ a+ b ni biz TNKODHFS to‘g‘ri parallelepipedning

OT = SD = FH = KN = a+ b+ c

TN = OK = SF = DH = c+ a,

TD = NH = KF = OS = c+ b

DK = 2c+ a+ b ekanligidan R3 ga taaluqli “Pifagor g‘ishti” qirralari va diagonali bo‘lardi.
3-teorema. Agar (a, b; c) Pifagor uchligi bo‘lsa, u orqali bir juft Pifagor uchligi

(a11, b11; c11) va (a12, b12; c12) ni ushbu:

a11= 2a+ b+ 2c, b11 = a+ 2b+ 2c, c11 = 2a+ 2b+ 3c

a12= 2a− b+ 2c, b12 = a− 2b+ 2c, c12 = 2a− 2b+ 3c

qoida yordamida hosil qilsh mumkin.
Buni quyidagicha 1-sxemada tasvirlaymiz (izoh: −→+ ushbu belgi, o‘rniga qo‘yishda qo‘shishdan, −→− ushbu belgi
o‘rniga qo‘yishda ayirishshdan kelib chiqqan ma’nosi o‘rnida):

(a, b; c)
(2a±b+2c, a±2b+2c, 2a±2b+3c)−→

{ −→
+ (a11, b11; c11)
−→− (a12, b12; c12)

1-sxema.

Xuddi shuningdek, olingan (a11, b11; c11) va (a12, b12; c12) larni har biriga 3-teoremadan foydalanib:
(a11, b11; c11)

(2a11±b11+2c11, a11±2b11+2c11, 2a11±2b11+3c11)−→
{ −→

+ (a21, b21; c21) . . .
−→− (a22, b22; c22) . . .

(a12, b12; c12)
(2a12±b12+2c12, a12±2b12+2c12, 2a12±2b12+3c12)−→

{ −→
+ (a23, b23; c23) . . .
−→− (a24, b24; c24) . . .

ga ega bo‘lamiz.
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Agar (a21, b21; c21) , (a22, b22; c22) , (a23, b23; c23) va (a24, b24; c24) larni har biriga 3-teoremadan foydalanib:

(a21,b21;c21)
(2a21±b21+2c21, a21±2b21+2c21, 2a21±2b21+3c21)

−→


−→
+ (a31, b31; c31) . . .
−→− (a32, b32; c32) . . .

(a22,b22;c22)
(2a22±b22+2c22, a22±2b22+2c22, 2a22±2b22+3c22)

−→


−→
+ (a33, b33; c33) . . .
−→− (a34, b34; c34) . . .

(a23,b23;c23)
(2a23±b23+2c23, a23±2b23+2c23, 2a23±2b23+3c23)

−→


−→
+ (a35, b35; c35) . . .
−→− (a36, b36; c36) . . .

(a24,b24;c24)
(2a24±b24+2c24, a24±2b24+2c24, 2a24±2b24+3c24)

−→


−→
+ (a37, b37; c37) . . .
−→− (a38, b38; c38) . . .

ga ega bo‘lamiz.
Demak, ushbu fraktal jarayonni 3-teoremadan foydalanib cheksiz davom ettirish mumkinligi ko’rinib qoldi.
Misol uchun (3, 4; 5) Pifagor uchligi yordamida uch bo’g’in fractal jarayonni 2-sxemada korsatamiz:

(3, 4; 5)
↗
↘

(20, 21; 29)
↗
↘

(119,120;169)
↗(696,697;985)

↗...
↘...

↘(456,217;505)
↗...
↘...

(77,36;85)
↗(360,319;481)

↗...
↘...

↘(288,175;;377)
↗...
↘...

(12, 5; 13)
↗
↘

(55,48;73)
↗(284,257;385)

↗...
↘...

↘(228,145;273)
↗...
↘...

(45,28,53)
↗(224,207;305)

↗...
↘...

↘(168,95;;193)
↗...
↘...

2-sxema.

Endi quyida hajmi eng kichik Eyler g‘ishtini keltiramiz [1,3-15 bet]. 442 + 1172= 1252

1172 + 2402= 2672

2402 + 442= 2442

4-teorema. Agar (a, b; ; c) Pifagor uchligi bo‘lsa, u holda ixtiyoriy r ∈ Z uchun

x = a
[
(br)

2 − c2
]
·
{(

2b
[
(br)

2 − c2 (2r − 1)
])2

−
(
c
[
c2 +

(
r2 − 2r

)
b
2
])2
}
,

y = b
[
(br)

2 − c2 (2r − 1)
]
·
{(

2a
[
(br)

2 − c2
])2

−
(
c
[
c2 +

(
r2 − 2r

)
b
2
])2
}
,

z = 4abc
[
(br)

2 − c2
]
·
[
(br)

2 − c2 (2r − 1)
]
·
[
c2 +

(
r2 − 2r

)
b
2
]

noldan farqli x, y va z sonlari Eyler uchligi bo‘ladi.
Isbot. Teoremaning isboti quyidagi

x2 + y2 = d2
xy

x2 + z2 = d2
xz

y2 + z2 = d2
yz

tengliklarni tekshirish orqali amalga oshiriladi.
Bunda, Eyler g‘ishtining yon yoqlarining diagonallari quyidagilar bo‘ladi:

dxy = (c[c2+(r2 − 2r)b
2
])

3
,

dxz = a
[
(br)

2−c2
]
·
{(

2b
[
(br)

2−c2 (2r − 1)
])2

+
(
c
[
c2+

(
r2 − 2r

)
b
2
])2
}
,
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dyz = (b
[
(br)

2−c2 (2r − 1)
]
· {
(

2a
[
(br)

2−c2
])2

+
(
c
[
c2+

(
r2 − 2r

)
b
2
])2

}.

Eyler uchliklarini beruvchi formulada r ∈ Z ga qiymatlar berib Eyler uchliklari beruvchi cheksiz ko‘p
parametrik tenglamalarni hosil qilamiz.

Agar parametrik tenglamada r = 1 ga mos keluvchi parametrik tenglamani topsak

x = a
[
b2−c2

]
·
{(

2b
[
b2−c2

])2 − (c [c2−b2])2} ,
y = b

[
b2−c2

]
·
{(

2a
[
b2−c2

])2 − (c [c2−b2])2} ,
z = 4abc[b2−c2] · [b2−c2] · [c2−b2].

Hosil qilingan x, y, z sonlarni ularning umumiy bo‘luvchisi
(
b2 − c2

)3 ga qisqartirib quyidagiga ega bo‘lamiz:

x = a(4b2 − c2), y = b(4a2 − c2), z = 4abc.

Bu esa Eylerning birinchi parametrik tenglamasi formulasi bilan ustma-ust tushadi.
Agar parametrik tenglamada r = 2 desak, Eyler g‘ishtining qirralari:

x = a
[
4b2−c2

] {(
2b
[
4b2−3c2

])2−c6} ,
y = b

[
4b2 − 3c2

] {(
2a
[
4b2 − c2

])2 − c6} ,
z = 4abc3[4b2 − c2]·(4b2 − 3c2).

Endi a = 3, b = 4, c = 5 Pifagor uchliklariga mos Eyler g‘ishtining qirralarini hisoblaymiz.

x = 3 · 39 ·
{

(2 · 4 · 11)
2 − (125)

2
}
,

y = 4 · 11 ·
{

(2 · 3 · 39)
2 − (125)

2
}
,

z = 4 · 3 · 4 · 125 · 39 · 11,

bundan esa
x = 3 · 39

(
882 − 1252

)
,

y = 4 · 11
(
2342 − 1252

)
,

z = 4 · 3 · 4 · 125 · 39 · 11.

Natijada
x = 922077, y = 1721764, z = 2574000

Eyler uchligini olamiz.
Tekshirish:

9220772+17217642=19531252,

9220772+25740002=27341732,

17217642+25740002=30967642,

Qirralari (922077, 1721764, 2574000) bo‘lgan, Eyler g‘ishtining yon tomonining diagonallari bo‘lib
1953125, 2734173, 3096764 sonlar xizmat qiladi
[5-20-bet, 4-33,34-betlar].
Demak, 4-teoremadan ko‘rish mumkinki (a, b; c) Pifagor uchligidan, har bir
r ∈ Z uchun, uchta (x, y; dxy) , (x, z; dxz) va (y, z; dyz) Pifagor uchligi hosil bo‘ladi
va bu fraktal jarayonni cheksiz davom ettirish mumkin(3-sxema).
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Рис. 13: 3-sxema
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РЕЗЮМЕ

Показаны связи между гипотенузой прямоугольного треугольника и равносторонним треуголь-
ником, связи между равносторонним треугольником и n - мерным кирпичиком Пифагора в
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пространстве Rn. В данной работе показаны равносторонние и фрактальные связи между пря-
моугольными треугольниками на рисунках и схемах. Приведено уравнение с дополнительным
параметром r ∈ Z, порождающее ребра и диагонали кирпича Эйлера, и приведен один пример.

Ключевые слова: число Пифагора, доска Пифагора, кирпич Пифагора, треугольник Эйлера,
кирпич Эйлера, диагональ, прямоугольный треугольник, равносторонний треугольник, пара-
метрическое уравнение.

RESUME

The paper shows the relationships between the hypotenuse of a right triangle and an equilateral
triangle, the relationships between an equilateral triangle and an n-dimensional Pythagorean brick
in the space Rn. This paper shows equilateral and fractal relationships between right triangles in
figures and diagrams. An equation with an additional parameter r ∈ Z generating the edges and
diagonals of the Euler brick is given, and one example is given.

Key words: Pythagorean number, Pythagorean board, Pythagorean brick, Euler triangle, Euler
brick, diagonal, right triangle, equilateral triangle, parametric equation.
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RESUME

In this paper we investigate the subcritical and critical reduced processes generated by the Gal’ton-
Watson branching processes. The limit theorems for such processes in the case when in the population
at the initial moment there are a large number of particles are obtained.

Key words: branching process, reduced process, limit theorem.

Introduction

Let {Z (k) , k ≥ 0}- random Gal’ton-Watson branching process starting with one particle, in which the
number of immediate descendants of one particle has a generating function

f (s) = Esξ =

∞∑
k=0

pks
k, 0 ≤ s ≤ 1.

Let A = f ′ (1) < ∞. Branching process {Z (k) , k ≥ 0} called subcritical, critical or supercritical if
A < 1, A = 1 or A > 1 respectively.

Let us denote by Z (m,n) number of particles at moment m (m ≤ n) in process {Z (k) , k ≥ 0}, whose
descendants exist at the moment n. Random process {Z (m,n) , 0 ≤ m ≤ n} called the reduced process
generated by the Gal’ton-Watson branching process {Z (k) , k ≥ 0}. Reduced process {Z (m,n) , 0 ≤ m ≤ n}
called subcritical, critical or supercritical if the corresponding Gal’ton-Watson branching process {Z (k) , k ≥ 0}
is accordingly. Reduced processes for Gal’ton-Watson processes were introduced by Fleischmann and Prehn
[1]. Fleischmann and Sigmund-Schulze [2] proved a functional limit theorem (under the assumption Z (0) =
1, Z (n) > 0) in which the convergence in Skorokhod space of critical reduced processes to the Yule process (
with a modified time scale ) has been established. Liu and Vatutin [3] proved conditional limit theorems (under
conditions 0 < Z (n) ≤ τ (n)) for critical reduced processes starting with one particle (Z (0) = 1) and with a
finite variance in the number of immediate descendants of one particle, where τ (n) = O (n), or τ (n) = o (n) as
n→∞.

In this paper the conditional limit theorems for subcritical and critical reduced processes are proved.
Let us denote by fn (s) n- th iterationf (s) :

f0 (s) = s, f1 (s) = f (s) , ..., fn (s) = fn−1 (f (s)) .

If
A = f ′ (1) = Eξ = 1, σ2 = f ′′ (1) = varξ ∈ (0,∞) , (1)

then it is known (see, for example, [4]Chapter I, paragraph 9) that

P (Z (n) > 0/Z (0) = 1) = 1− fn (0) ∼ 2

σ2n
as n→∞, (2)
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and Yaglom’s conditional limit theorem also holds:

lim
n→∞

P

(
2Z (n)

σ2n
< y

/
Z (0) = 1, Z (n) > 0

)
= 1− e−y, y ≥ 0. (3)

Fleischmann and Sigmund-Schulze [2]proved for critical reduced processes that for s ∈ [0, 1] and for
anyone t ∈ [0, 1)

lim
n→∞

E
[
sZ([nt],n)

/
Z (0) = 1, Z (n) > 0

]
=

(1− t) s
1− ts

, (4)

where is the sign [a], hereinafter, denotes the integer part of the number a.
If

A = f ′ (1) = Eξ < 1,

∞∑
k=2

pkk log k <∞, (5)

that is known (see for example, [4], Ch. I, paragraph 9), that there is a finite number K > 0 such that

P
(
Z (n) > 0/Z (0) = 1

)
= 1− fn (0) ∼ KAn + o (An) as n→∞, (6)

and Yaglom’s conditional limit theorem also holds: there are limits

lim
n→∞

P (Z (n) = k/Z (0) = 1, Z (n) > 0) = bk, (7)

and
∑∞
k=1 bk = 1, and the generating function

g (s) =

∞∑
k=1

bks
k, 0 ≤ s ≤ 1

satisfies the functional equation

1− g (f (s)) = A (1− g (s)) , 0 ≤ s ≤ 1. 8

Joffe and Spitzer [5] proved that if A < 1 and
∑∞
k=1 pkk log k < ∞, then for anyone k ∈ N0 = N ∪ {0} there

are limits
lim
n→∞

P
(
Z (n) = k

/
Z (0) = cA−n + o

(
A−n

))
= dk (c) ,

where c > 0 is constant,

dk (c) ≥ 0,

∞∑
k=0

dk (c) = 1

and
∞∑
k=0

dk (c) sk = e−Kc(1−g(s)),

where K > 0 from the relation (6), and the function g (s) the same as in (8).
In what follows we need the following lemmas.
Lemma 1. The following formula hold

E [Z (m,n) /Z (0) = k, Z (n) > 0] =
k (1− fn−m (0))

1− fkn (0)
Am. (9)

Lemma 2. The following formula hold

var [Z (m,n) /Z (0) = k, Z (n) > 0] =
k (1− fn−m (0))

2
varZ (m)

1− fkn (0)
+

+
kfn−m (0) (1− fn−m (0))Am

1− fkn (0)
− k2fkn (0) (1− fn−m (0))

2
A2m

(1− fkn (0))
2 , (10)
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Proof of Lemma 1. It is easy to verify that

E
[
sZ(m,n)

/
Z (0) = 1

]
= E

[
E
[
sZ(m,n)

/
Z (0) = 1, Z (m)

]]
=

= E
[
[fn−m (0) + (1− fn−m (0)) s]

Z(m)
/
Z (0) = 1

]
=

= fm (fn−m (0) + (1− fn−m (0)) s) = fm (ϕn−m (s)) ,

where ϕk (s) = fk (0) + (1− fk (0)) s.
Now, according to the additively property of branching processes, we have

E
[
sZ(m,n)

/
Z (0) = k

]
=
{
E
[
sZ(m,n)

/
Z (0) = 1

]}k
= fkm (ϕn−m (s)) . (11)

In the last relation we take the left derivative at the point s = 1:

E [Z (m,n) /Z (0) = k] =
[
E
[
sZ(m,n)

/
Z (0) = k

]]′
s=1

=
[
fkm (ϕn−m (s))

]′
s=1

=

= kfk−1
m (ϕn−m (s)) f ′m (ϕn−m (s)) |s=1 (1− fn−m (0)) =

= kf ′m (1) (1− fn−m (0)) = kAm (1− fn−m (0)) .

Now, taking into account (11), we have

E
[
sZ(m,n)

/
Z (0) = k, Z (n) > 0

]
=

[fm (ϕn−m (s))]
k − fkn (0)

1− fkn (0)
. (12)

Here I (A) denotes indicator of the event A.Taking left derivatives from both sides of the last relation at the
point s = 1, we have

E [Z (m,n) /Z (0) = k, Z (n) > 0] =
[
E
[
sZ(m,n)

/
Z (0) = k, Z (n) > 0

]]′
s=1

=

=
k [fm (1)]

k−1
f ′m (1) (1− fn−m (0))

1− fkn (0)
=
k (1− fn−m (0))

1− fkn (0)
Am,

that proves the validity of the relationship (9).
Proof of Lemma 1 is complete.

Proof of Lemma 2. By virtue of (12) we have{
E
[
sZ(m,n)

/
Z (0) = k, Z (n) > 0

]}′′
=
k (k − 1) [fm (ϕn−m (s))]

k−2
[f ′m (ϕn−m (s))]

2
(1− fn−m (0))

2

1− fkn (0)
+

+
k [fm (ϕn−m (s))]

k−1
f ′′m (ϕn−m (s)) (1− fn−m (0))

2

1− fkn (0)
.

Consequently

E [Z (m,n) (Z (m,n)− 1) /Z (0) = k, Z (n) > 0] =
k (1− fn−m (0))

2

1− fkn (0)
f ′′m (1) +

+
k (k − 1) (1− fn−m (0))

2

1− fkn (0)
A2m.

Now, substituting the last expression and (9) into the formula

var [Z (m,n) /Z (0) = k, Z (n) > 0] =

= E [Z (m,n) (Z (m,n)− 1) /Z (0) = k, Z (n) > 0] + E [Z (m,n) /Z (0) = k, Z (n) > 0]−

− [E [Z (m,n) /Z (0) = k, Z (n) > 0]]
2

we arrive at relation (10).
The proof of Lemma 2 is complete.
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Formulation of the results.

Theorem 1. Let the condition (5) be satisfied. Then for s ∈ [0, 1] and for anyone t ∈ [0, 1)

E
[
sZ([nt],n)

/
Z (0) = 1, Z (n) > 0

]
→ s as n→∞.

Corollary 1. Let condition (5) is satisfied. Then for anyone t ∈ [0, 1)

P (Z ([nt] , n) = 1/Z (0) = 1, Z (n) > 0)→ 1 as n→∞.

Theorem 2. Let condition (1) is satisfied and Z (0) = ψ (n) with probability 1, where ψ (n) = o (n) as
n→∞. Then for s ∈ [0, 1] and for anyone t ∈ [0, 1)

E
[
sZ([nt],n)

/
Z (0) = ψ (n) , Z (n) > 0

]
→ (1− t) s

1− ts
as n→∞. (13)

Corollary 2. Under the conditions of the theorem 2

P (Z ([nt] , n) = k/Z (0) = ψ (n) , Z (n) > 0)→ (1− t) tk, k ∈ N. (14)

Theorem 3. Let A < 1,
∑
pkk log k < ∞ and Z (0) = ψ (n) with probability 1, where ψ (n) such that

Anψ (n)→ 0 as n→∞. Then for s ∈ [0, 1] and for anyone t ∈ [0, 1)

E
[
sZ([nt],n)

/
Z (0) = ψ (n) , Z (n) > 0

]
→ s as n→∞.

Corollary 3. Under the conditions of the theorem 3

P (Z ([nt] , n) = 1/Z (0) = ψ (n) , Z (n) > 0)→ 1 as n→∞.

Theorem 4. Let A < 1,
∑
pkk log k < ∞ and Z (0) = ψ (n) with probability 1, where Anψ (n) → 0 as

n→∞. Then for m ∈ N , s ∈ [0, 1] and for anyone t ∈ [0, 1)

E
[
sZ(n−m,n)

/
Z (0) = ψ (n) , Z (n) > 0

]
→ 1−A−m (1− g (ϕm (s))) as n→∞,

where g (s) satisfies equation (8), ϕm (s) = fm (0) + (1− fm (0)) s.
Remark 1. From Corollary 1 it follows that if it is known that the population has not degenerated by the

moment n, then at the moment nt there is almost certainly only one particle whose descendants will survive
until the moment n. It should be noted that the number of particles at the moment nt in the branching process
{Z (k) , k ≥ 0} itself differs significantly from the degenerate distribution law in unity.

Remark 2. Comparison of statement (4) with the result of Theorem 2 leads to the conclusion that if
at the beginning of the development of the population there are ϕ (n) = o (n) particles, then the number of
particles at the moment nt that have descendants at the moment n, have in the asymptotic such a distribution
as a process starting with one particle.

Proof of the results.

Proof of Theorem 1. According to Taylor’s formula

f[nt]

(
ϕn−[nt] (s)

)
= f[nt] (1)− f ′[nt] (θ (n, s))

(
K (1− s)An−[nt] + o

(
An−[nt]

))
, (15)

where θ (n, s) such that 1−KAn−[nt] ≤ θ (n, s) ≤ 1.
From (15), according the fact that f ′[nt] (1) = A[nt], we get

f[nt]

(
ϕn−[nt] (s)

)
= 1−K (1− s)An + o (An) . (16)
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By virtue of (12) and (16), we have

E
[
sZ([nt],n)

/
Z (0) = 1, Z (n) > 0

]
=
f[nt]

(
fn−[nt] (0) +

(
1− fn−[nt] (0)

)
s
)
− fn (0)

1− fn (0)
∼

∼ 1−K (1− s)An + o (An)− 1 +KAn + o (An)

KAn + o (An)
→ s

as n→∞, which completes the proof of the theorem 1.
Proof of Theorem 2. By virtue of (11), we have

E
[
sZ(m,n)

/
Z (0) = ψ (n)

]
= [fm (ϕn−m (s))]

ψ(n)
. (17)

Since the critical Galton–Watson process degenerates with probability 1, then

fn (0)→ 1 as n→∞. (18)

Therefore uniformly converges fors ∈ [0, 1] and for anyone t ∈ [0, 1)

ϕn−[nt] (s)→ 1 as n→∞. (19)

By virtue of (18) and (19), we can choose a natural number r = r (t, s) so that the chain of inequalities holds

fr (0) ≤ ϕn−[nt] (s) ≤ fr+1 (0) . (20)

taking into account relation (2) we have

ϕn−[nt] (s) ∼ 1− 2 (1− s)
σ2 (1− t)n

as n→∞. (21)

Now relations (2), (20) and (21) allow us to conclude that

1

r + 1
≤ 1− s
n (1− t)

≤ 1

r
.

Hence,

r ∼ n (1− t)
1− s

as n→∞. (22)

From here and from (20) we obtain

f[nt]+r (0) = f[nt] (fr (0)) ≤ f[nt]

(
ϕn−[nt] (s)

)
≤ f[nt] (fr+1 (0)) = f[nt]+r+1 (0)

which in turn allows us to conclude
f[nt]

(
ϕn−[nt] (s)

)
∼ f[nt]+r (0) (23)

Therefore, from (12), (22)-(23) and (2), using the asymptotic relation

e−x ∼ 1− x, x→ 0, (24)

we get

E
[
sZ([nt],n)

/
Z (0) = ψ (n) , Z (n) > 0

]
= e

−ψ(n)
n
· 2
σ2
· 1−s
1−st−e−

2
σ2
·ψ(n)
n

1−e−
2
σ2
·ψ(n)
n

+ o (1) ∼

∼
1− 2

σ2 · ψ(n)
n · 1−s

1−st − 1 + 2
σ2 · ψ(n)

n

2
σ2 · ψ(n)

n

1− 1− s
1− st

=
s (1− t)
1− st

as n→∞.

The proof of Theorem 2 is complete.
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Proof of Theorem 3. Taking (6) into account and applying relation (24) we have

E [Z ([nt] , n) /Z (0) = ψ (n) , Z (n) > 0] =
ψ (n)

(
1− fn−[nt] (0)

)
1− fψ(n)

n (0)
A[nt] =

=
ψ (n)

(
KAn−[nt] + o

(
An−[nt]

))
1− (1−KAn + o (An))

ψ(n)
A[nt] ∼ ψ (n) (KAn + o (An))

ψ (n)KAn + o (ψ (n)An)
→ 1 (25)

as n→∞. Further, according to (10), (6), (24) we have

var [Z ([nt] , n) /Z (0) = ψ (n) , Z (n) > 0] =
ψ (n)

(
1− fn−[nt] (0)

)2
varZ ([nt])

1− fψ(n)
n (0)

+

+
ψ (n) fn−[nt] (0)

(
1− fn−[nt] (0)

)
A[nt]

1− fψ(n)
n (0)

−
ψ2 (n) f

ψ(n)
n (0)

(
1− fn−[nt] (0)

)2
A2[nt](

1− fψ(n)
n (0)

)2 ∼

∼ σ2KAn−[nt]

A (1−A)
→ 0 (26)

as n→∞. Now from (25) and (26) as well as from Chebyshev’s inequality the statement of Theorem 3 follows.
Proof of Theorem 4. According (6), (12) and (16) we have for any m ∈ N

E
[
sZ(n−m,n)

/
Z (0) = ψ (n) , Z (n) > 0

]
=
f
ψ(n)
n−m (ϕm (s))− fψ(n)

n (0)

1− fψ(n)
n (0)

∼

∼ (1−K (1− g (ϕm (s)))An−m + o (An))
ψ(n) − (1−KAn + o (An))

ψ(n)

1− (1−KAn + o (An))
ψ(n)

∼

∼ 1−K (1− g (ϕm (s)))ψ (n)An−m + o (ψ (n)An)− 1 +Kψ (n)An + o (ψ (n)An)

Kψ (n)An + o (ψ (n)An)
∼

∼ 1−A−m (1− g (ϕm (s)))

as n→∞, which completes the proof of the theorem 4.
The proofs of the corollary follows immediately from the continuity theorem for generating functions.
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REZYUME

Ushbu maqolada biz Gal’ton-Votson tarmoqlanuvchi jarayonlarining subkritik va kritik bo’lgan
hollarini o’rganamiz. Bunday jarayonlar uchun populyatsiyada boshlang’ich momentda juda ko’p
zarrachalar mavjud bo’lganda limit teoremalar olingan.

Kalit so‘zlar: tarmoqlanish jarayon, qisqartirilgan jarayon, limit teorema.

РЕЗЮМЕ

В данной работе исследуются докритические и критические редуцированные процессы, порож-
даемые ветвящимися процессами Гальтона-Уотсона. Получены предельные теоремы для таких
процессов в случае, когда в популяции в начальный момент имеется большое число частиц.

Ключевые слова: ветвящийся процесс, предельная теорема.
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RESUME

We consider the Hamiltonian of a system of three quantum mechanical particles (two identical
bosons and a fermion) on the one-dimensional lattice interacting by means of zero-range attractive
or repulsive potentials. We investigate the point spectrum of the three-particle discrete Schrodinger
operator H(K), K ∈ T which possesses infinitely many eigenvalues depending on repulsive or
attractive interactions, under the assumption that the bosons in the system have infinite mass.

Key words: Discrete Schrödinger operator, Point spectrum, Threshold resonance, Zero-range pair
potentials, Threshold eigenvalues, Fredholm’ determinant

INTRODUCTION

In physics, stable composite objects often form due to attractive forces, allowing constituents to lower their
energy by binding together. While repulsive forces typically cause particles to scatter in free space, within
structured environments such as periodic potentials, and in the absence of dissipation, stable composite objects
can exist even with repulsive interactions due to the lattice band structure [1]. The Bose-Hubbard model, which
describes repulsive pairs, serves as the theoretical foundation for various applications.

The work [1] highlights the critical connection between the Bose-Hubbard model [2],[3] and atoms in
optical lattices, paving the way for numerous interesting developments and applications, as discussed in [4]. In
cold atom lattice physics, stable repulsively bound objects are expected to be common, potentially leading to
composites with fermions [5] or Bose-Fermi mixtures [6], and can even form with more than two particles in a
similar manner.

The Efimov effect, first discovered by V. Efimov in 1970 [7], is one of the most fascinating phenomena in
physics. It occurs in three-body systems in three-dimensional space that interact through short-range pairwise
potentials. It is possible to adjust the couplings of the interactions so that none of the particle pairs have
a negative energy bound state, but at least two pairs exhibit a resonance at zero energy. The existence of
this effect for a three-particle Schrodinger operator was discovered by Yafaev [8] and in the discrete case by
others [9,10,11,12,13,14]. This asymptotics problem was reduced to studying the asymptotics of the number of
eigenvalues of Faddeev-type compact integral operators.

Recently, the authors [15,16,17] considered perturbations of the system of three arbitrary quantum
particles on lattices Zd, d = 1, 2, interacting through attractive zero-range pairwise potentials. They established
that the three-particle Schrödinger operators posses infinitely many negative eigenvalues for all positive non-zero
point interactions, under the assumption that two particles in the system have infinite mass. Also, note that
the author of [17] obtained asymptotics for these eigenvalues.

The main goal of the paper is to investigate the existence of infinite number of bound states of the
three-particle discrete Schrödinger operator associated to a system of two identical bosons and a fermion,
where the bosons have infinite mass and the fermion has a finite mass. This investigation is conducted on
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the three-dimensional lattice Z3 and involves repulsive or attractive zero-range pairwise interactions. We show
that infinitely many eigenvalues may arise from threshold eigenvalues and threshold resonances or only from
threshold eigenvalues depending on the interaction energies.

It should be noted that, unlike the last three articles [15,16,17], we study eigenvalues below and above the
essential spectrum of the unperturbed operator for all repulsive or attractive zero-range pairwise interactions.

The paper is organized as follows. In Section 1, we introduce the three-particle discrete Schrödinger
operator H(K) and the two-particle discrete Schrödinger operators associated with subsystems of the system of
two identical bosons and a fermion. In Section 2, we study the essential spectrum of the three-particle disceret
Schrödinger operator H(K). The eigenvalues of H(K) below and above the spectrum of the non-perturbed
operator H0(K) are investigated in Section 3. Section 4 is devoted to showing main result, Theorem 1. Section
5 is devoted to the description of the threshold resonance. The last section is conclusion.

Throughout the paper we adopt the following notations: Z3 is the three-dimensional lattice, T3 =
R3/(2πZ)3 = (−π, π]3 is the three-dimensional torus (the first Brillouin zone, i.e., the dual group of Z3) equipped
with the Haar measure, the subscripts α, β, γ ∈ {1, 2, 3} are pairwise different numbers.

THREE-PARTICLE DISCRETE SCHRÖDINGER OPERATOR ON THE LATTICE Z3

Let us consider the discrete Schrödinger operator H(K), where K ∈ T3, associated with a system consisting of
two identical bosons and a fermion moving on the one-dimensional lattice Z (see [15,17]).

H(K) = H0(K)− V

with zero-range attractive potentials
V = V1 + V2 + V3,

where
(V1f)(p, q) =

λ

(2π)3

∫
T3

f(p, t)dt, (V2f)(p, q) =
λ

(2π)3

∫
T3

f(t, q)dt

(V3f)(p, q) =
µ

(2π)3

∫
T3

f(t, p+ q − t)dt, f ∈ L2
s((T3)2), p, q ∈ T3, (1)

and numbers λ and µ serve as the parameters of boson-fermion interaction and boson-boson interaction,
respectively.

Here the numbers λ and µ indicate repulsive pair-wise interaction when λ < 0 and µ < 0, and attractive
pair-wise interaction when λ > 0 and µ > 0. The operator H0(K) is defined on the Hilbert space L2

s((T3)2) by(
H0(K)f

)
(p, q) = E(K; p, q)f(p, q), f ∈ L2

s((T3)2),

and
E(K; p, q) = εb(p) + εb(q) + εf(K − p− q), p, q ∈ T3.

Here, the real-valued continuous function εb(·) and εf(·), referred to as the dispersion relation associated
with the free boson and fermion is defined as

εb(p) =
1

m
ε(p), εf(p) =

1

m
ε(p), ε(p) =

3∑
j=1

(
1− cos pj

)
, p ∈ T3, (2)

respectively, and m and m represents the mass of the boson and fermion, respectively.
Let k ∈ T3 and L2

k(T3) be a linear subspace of the Hilbert space L2(T3) defined by

L2
k(T3) = {f ∈ L2(T3)|f(p) = f(k − p)}.

A two-particle discrete Schrödinger operator corresponding to the subsystem {bozon,fermion} and
{bozon,bozon}, of the three-particle system acts on the Hilbert space L2(T3) and L2

k(T3) as

h1(k) = h0
1(k)− v1, and h2(k) = h0

2(k)− v2, k ∈ T3, (3)
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respectively.
Here, the operators h0

α(k) (
h0

1(k)f
)
(p) = E

(1)
k (p)f(p), f ∈ L2(T3),

and (
h0

2(k)f
)
(p) = E

(2)
k (p)f(p), f ∈ L2

k(T3),

where
E

(1)
k (p) = εb(p) + εf(k − p), E

(2)
k (p) = εb(p) + εb(k − p), p ∈ T3. (4)

The operators v1 and v2 are defined as

(v1f)(p) =
λ

(2π)3

∫
T3

f(q)dq, f ∈ L2(T3), p ∈ T3.

and
(v2f)(p) =

µ

(2π)3

∫
T3

f(q)dq, f ∈ L2
k(T3), p ∈ T3,

respectively.

SPECTRAL PROPERTIES OF THE TWO-PARTICLE DISCRETE SCHRÖDINGER
OPERATORS WHEN m =∞ AND 0 < m <∞

With m =∞ and 0 < m <∞ and the equality (2), the functions (4) can be written as

E
(1)
k (p) = εf(k − p) = ε(k − p)/m, E(2)

k (p) = 0, p ∈ T3.

Consequently, since the potentials vα, α = 1, 2 have a convolution-type property, all three two-particle
Schrödinger operators do not depend on the quasi-momentum k ∈ T3,

h1 := h1(k), and h2 = h2(k).

Then, the operators h1(k) and h2(k) act as

h1(k)f(p) = εf(p)f(p)− (v1f)(p), f ∈ L2(T3) and h2(k)f(p) = −(v2f)(p), f ∈ L2
k(T3).

As v1 is a finite rank operator, according to the Weyl theorem, the essential spectrum σess
(
h1(k)

)
of

the operator h1(k) in (3) coincides with the spectrum σ
(
h0

1(k)
)
of the non-perturbed operator h0

1(k). More
specifically,

σess
(
h1(k)

)
=
[
E

(1)
min(k), E(1)

max(k)
]
,

where
E

(1)
min(k) ≡ min

p∈T3
E

(1)
k (p), E(1)

max(k) ≡ max
p∈T3

E
(1)
k (p).

Therefore, in our case we have

σess
(
h1(k)

)
=
[
0, 6/m

]
and σess

(
h2(k)

)
= {0}.

The Fredholm determinants associated with the operators h1(k) are defined as

∆(λ; z) = 1− λd0(z), d0(z) =
1

(2π)3

∫
T3

ds

εf(s)− z
, z ∈ C \

[
0, 6/m

]
(5)

Lemma 1. The number z ∈ C \
[
0, 6/m

]
is an eigenvalue of h1(k) if and only if ∆(λ; z) = 0.
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Proof. The equation
h1(k)f = zf i.e., f = λ

(
h0

1(k)− z
)−1

vf

has a non-trivial solution if and only if

∆(λ; z)C = 0, C ∈ C,

has a non-trivial solution.
Therein, the solutions C ∈ C and f ∈ L2(T3) are connected by the following relations

C = vf and f = λ
(
h0

1(k)− z
)−1

C.

Set
λ0 =

1

d0(0)
and λ∗0 =

1

d0(6/m)
,

where d0(0) and d0(6/m) are continuation of d0(z) at the edges of the essential spectrum of h1(k). One may see
that λ∗0 = −λ0.

Lemma 2. (a) If λ < −λ0 (resp. λ > λ0, then there exists a unique simple eigenvalue z = z0
1 of h1(k)

in the interval
(
6/m,∞

)
(resp.

(
−∞, 0

)
). Moreover, z0

1 does not depend on k ∈ T3.
(b) If λ = −λ0 (resp. λ = λ0, then the operator hα(k) has a threshold resonance at 6/m (resp. at 0).
(c) If −λ0 ≤ λ < 0 (resp. 0 < λ ≤ λ0), then hα(k) has no eigenvalues in the interval

(
6/m,∞

)
(resp.(

−∞, 0
)
).

Proof. We prove (a) and (c) when λ < 0. These assertions can be proven in a similar way when λ > 0.
The function ∆(λ; z) is monotonic increasing in

(
6/m,∞

)
and ∆(λ; z) > 1 in (−∞, 0). Since

lim
z→+∞

∆(λ; z) = 1 and lim
z→6/m+

∆(λ; z) = 1 +
λ

λ0

the intermediate-value theorem implies the existence of a unique simple zero z = z0
1 , z0

1 ∈
(
6/m,∞

)
of the

function ∆(λ; ·), for λ < −λ0, and ∆(λ; z) has no zeros in (−∞, 0) ∪
(
6/m,∞

)
for −λ0 ≤ λ < 0.

(b) The equation
h1(k)f = 6/mf

has a non-trivial solution if

∆(λ; 6/m)C = 0, C ∈ C, that is λ = −λ0,

and the solution
f = λ

(
h0

1(k)− 6/m
)−1

ϕ, that is f(p) =
ϕ(p)

εf(p)− 6/m
,

where
ϕ(p) = vf =

1

(2π)3

∫
T3

f(t)dt ≡ constant

As εf(p) has a unique nondegenarate maximum at the point (π, π, π), the function f belongs in the Banach
space L1(T3), but not in L2(T3), and it means 6/m is a threshold resonance.

Now we can summarize the results of this section in the following lemma.
Lemma 3.

σdisc(h1(k)) =

{
∅, if 0 < λ ≤ λ0,
{z0

1}, if λ > λ0,

σ(h1(k)) =

{
[0, 6/m], if − λ0 ≤ λ ≤ λ0,
{z0

1} ∪ [0, 6/m], if |λ| > λ0

and
σdisc(h2(k)) = {−µ}, σ(h2(k)) = {−µ} ∪ {0}

hold.
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ESSENTIAL SPECTRUM OF H(K)

One of the notable outcomes in the spectral theory of multi-particle continuous Schrödinger operators
involves characterizing the essential spectrum of the Schrödinger operators in terms of cluster operators (the
HVZ-theorem. See Refs. [18,19,20,21,22] for the discrete case and [23] for a pseudo-relativistic operator).

Lemma 4. The essential spectrum of H(K) satisfies the relation

σess
(
H(K)

)
=
⋃
k∈T3

{
σ
(
h1(K − k)

)
+ εb(k)

}
∪
⋃
k∈T3

{
σ
(
h2(K − k)

)
+ εf(k)

}
.

Proof. The proof can be found in [17,20].
THE ESSENTIAL SPECTRUM OF H(K) with m =∞ AND m <∞
Due to Lemma 3 and the relations εb(p) = 0 and εf(p) = ε(p)/m, we obtain⋃

k∈T3

{
σ
(
h1(K − k)

)
+ εb(k)

}
= σ

(
h1(k)

)
,

⋃
k∈T3

{
σ
(
h2(K − k)

)
+ εf(k)

}
=
⋃
k∈T3

{
{−µ} ∪ {0}+ εf(k)

}
=
[
− µ, 6/m− µ

]
∪
[
0, 6/m

]
.

According the last two relations and Lemmas 3, 4 we have
Lemma 5. For the essential spectrum of the main operator H(K), we have

σess(H(K)) = [0, 6/m] ∪ (Λ ∪ [−µ, 6/m− µ]) ,

where

Λ =

{
∅ if λ ∈ [−λ0, λ0],

{z0
1} if λ ∈ R \ [−λ0, λ0].

THE POINT SPECTRUM OF H(K) FOR m =∞ AND m <∞

One can show easily that the subspace

A0 = {f ∈ L2
s(T3 × T3)|f(p, q) = g(p+ q), g ∈ L2(T3)}

is invariant under the operator H(K), and so is A⊥0 = L2
s(T3 × T3)	A0.

Therefore, we have
σpp
(
H(K)

)
= σpp

(
A0(K)

)
∪ σpp

(
A1(K)

)
,

where A0(K)and A1(K) are restrictions of H(K) on the linear subspaces A0 and A⊥0 , respectively.
Since A0 and L2(T3) are isomorphic, the operator A0(K) is unitarily equivalent to the operator B0 on

L2(T3), where
B0 = E0(K)− µI − 2λv, (6)

E0(K) denotes the multiplication by the function εf(K − p), I is the identity operator, and v is an integral
operator defined by

(vf)(p) =
1

(2π)3

∫
T3

f(q)dq, f ∈ L2(T3), p ∈ T3.

The operator A1(K) takes the form

A1(K) = H0(K)− λV1 − λV2.

Let UK : L2
s(T3 × T3)→ L2

s(T3 × T3) be a unitary operator defined as

(UKf)(p, q) = f
(
−K/2 + p,−K/2 + q

)
. (7)
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It establishes a unitary equivalence between H(K) and H(0), and so we can proof the coming statements for
H(0).

SPECTRUM OF A0(K). The following lemma describes the behaviour of the eigenvector of A0(K) in
the linear space H0.

Lemma 6. (a) If λ < −λ0/2, then A0(K) has a unique eigenfunction in the space H0 with an eigenvalue
η ∈ (6/m− µ,∞).

(b) If λ > λ0/2, then A0(K) has a unique eigenfunction in the space H0 with an eigenvalue η ∈ (−∞,−µ).
(c) If −λ0/2 ≤ λ ≤ λ0/2, then A0(K) has no eigenfunctions in the space H0.
(d) If 2λ = −λ0/2 (resp. λ = λ0/2), then A0(K) has a resonance energy at −µ (resp. 6/m − µ) (see.

Definition 1).
Proof. Recall that

H0 = {f(p, q) = g(p+ q)|g ∈ L2(T3)}.

Again, we prove the theorem for A0(0), using unitary equivalence of A0(0) and A0(K).
The equation

A0(0)f = zf, f ∈ H0,

has a solution if and only if the equation

c (1− 2λd0(µ+ z)) = 0, c ∈ C, (8)

has one, and their solutions are related by

f(p, q) := g(p+ q) =
2λ

εf(−p− q)− z
c, (9)

where
c =

1

(2π)3

∫
T3

g(t)dt.

Equation (8) has a nontrivial solution if and only if

∆(2λ;µ+ z) = 1− 2λd0(µ+ z) = 0.

According to Lemma 1, if 2λ < −λ0 (resp. 2λ > −λ0), then ∆(2λ;µ + z) has a unique eigenvalue η in
(−6/m,∞) (resp. in (−∞,−µ)).

(b) Lemma 1 gives that ∆(2λ;µ+ z) has no zeros in (−∞,∞).
(c) If 2λ = ±λ0, then the solution given in (9) lies in L1((T3)2)\L2((T3)2), that is, A0(0) has a resonance

energy at −µ or 6/m− µ.
SPECTRUM OF A1(K). As the operator A1(K) does not contain the parameter µ, Lemma 5 implies

that
σess

(
A1(K)

)
= {z0

1} ∪ [0, 6/m].

In order to study we define the following integral depending on n ∈ Z:

dn(z) =
1

(2π)3

∫
T3

ei(n,t)

εf(t)− z
dt, z ∈ C \ [0, 6/m]. (10)

Lemma 7. (a) For any fixed n ∈ Z3, the function dn(z) is positive and monotonically increasing in the
interval (−∞, 0) as a function of z.

(b) The following limit exists

dn(0) = lim
z→0−

dn(z) =
1

(2π)3

∫
T3

ei(n,t)

εf(t)− 0
dt. (11)
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Additionally, for any z ∈ R \ [0, 6/m], the relation

lim
n→∞

dn(z) = 0 (12)

holds.
Proof. The first part of the lemma easily follows from the conditionally negative definiteness of the

function εf(·) (see [24, Lemma 4]).
(b) The asymptotic relation εf(q)− 0 ≈ 1

2q
2 near the origin implies the existence of the relation 11.

We represent the operators V1 and V2 in (1) as V1 = λΦ∗1Φ1 and V2 = λΦ∗2Φ2, respectively, where the
operators Φ1,Φ2 : L2((T3)2)→ L2(T3) are defined as

(Φ1f)(p) =
1

(2π)
3
2

∫
T3

f(p, t)dt and (Φ2f)(q) =
1

(2π)
3
2

∫
T3

f(t, q)dt. (13)

Lemma 8. The number z ∈ C \ σess(A1(K)) is an eigenvalue of the operator A1(K) if and only if
D(z) = 0, where

D(z) =
1

∆2(λ; z)

∏
n∈Z3

δ+
n (λ; z), (14)

with
δ+
n (λ; z) = 1− λ

(
d0(z) + dn(z)

)
. (15)

If zn ∈ C \ σess(A1(K)) is an eigenvalue of A1(K) and δ+
n (λ; zn) = 0, n ∈ Z3, then the corresponding

eigenfunction is of the form

fn(p, q) =
λ

εf(K − p− q)− zn

[
cos (n, (−K/2 + p)) + cos (n, (−K/2 + q))

]
. (16)

Proof. Given the unitary equivalence of H(K) and A1(K) to H(0) and A1(0), respectively, we first
establish the claim for the latter operators.

Let z ∈ C \ σess
(
A1(0)

)
be an eigenvalue of A1(0), and let f be the corresponding eigenfunction, then

f = R0(z)
[
λV1 + λV2

]
f, (17)

where R0(z) = (H0(0)− zI)−1 is a resolvent of H0(0).
The last equation has a non-trivial solution if and only if the system of two linear equations

ϕ̃α = Φα (R0(z)[λΦ∗1ϕ̃1 + λΦ∗2ϕ̃2]) , α = 1, 2, ϕ̃1, ϕ̃2 ∈ L2(T3) (18)

on the space L2(T3)⊕ L2(T3) has a non-zero solution.
Solutions of the equations (17) and (18) are related by

f(p, q) = R0(z)[λΦ∗1ϕ̃1 + λΦ∗2ϕ̃2], (19)

and
ϕ̃α = Φαf, α = 1, 2. (20)

Since f is a symmetric function, ϕ̃1 and ϕ̃2 are same function, and only there arguments are different,
that is, the argument of ϕ̃1 is the variable p, while q is an independent variable of ϕ̃1:

ϕ̃2(p) = ϕ̃1(p). (21)

We note that the functions

∆α := I − λΦαR0(z)Φ∗α, z ∈ C \ σess(H0), α = 1, 2,
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are nonzero for any z ∈ C \ σess(A1(0)), and they are multiplication operator by a number or by the Fredholm
determinant ∆(λ; z) in(5), and due to Lemma 5 the inequlity ∆(λ; z) 6= 0 holds, and hence ∆−1 exist and it is
a multiplication operator by a number

1/∆(λ; z).

Then, the solutions ϕ̃α, α = 1, 2, of the equation (18) satisfy the following system of integral equations{
ϕ̃1 = λ∆−1Qϕ̃2,
ϕ̃2 = λ∆−1Q∗ϕ̃1,

(22)

where
Q = Φ1R0(z)Φ∗2 (23)

is the integral operator on L2(T3) defined as

(Qg)(p) =
1

(2π)3

∫
T3

g(t)dt

εf(−p− t)− z
, g ∈ L2(T3) (24)

and Q∗ is the adjoint of Q.
Using the substitution method, the system (22) can be reduced into the form

ϕ̃1 = Q(z)ϕ̃1, i.e., Q(z) = λ2∆−1∆−1QQ∗. (25)

Moreover, if ϕ = (ϕ̃1, ϕ̃2) is a solution to (22), then ϕ̃1 is an eigenfunction of Q(z) corresponding to the
eigenvalue 1. Conversely, suppose that ϕ̃1 is an eigenfunction corresponding to the eigenvalue 1 of the operator
Q(z). Then ϕ = (ϕ̃1, ϕ̃2), with ϕ̃2 = λ

∆(λ;z)Qϕ̃1 is a solution to (22) (i.e. (18)). Notice that the multiplicities of
the linearly independent eigenvectors ϕ̃1 and ϕ coincide.

We also note that the function f defined in (19) is an eigenfunction of A1(0) corresponding to an
eigenvalue z ∈ C \ σess(A1(0)). Moreover, the multiplicity of the eigenvalues z of A1(0) is the same as the
multiplicity of the eigenvalue κ = 1 of Q(z).

The operator Q(z) is a convolution-type trace-class integral operator. The standard Fourier transform
F1 : L2(T3)→ `2(Z3),

(F1g)(n) =
1

(2π)
3
2

∫
T3

ei(n,p)g(p)dp, g ∈ L2(T3), n ∈ Z3,

establishes that Q̂(z) := F1Q(z)F∗1 acts as a multiplication operator on the space `2(Z3) by the function

κn(z) =
λ2

∆2(λ; z)
dn(z)d−n(z), n ∈ Z3. (26)

Thus, the spectrum of Q̂(z) consists of the following union

σ(Q̂(z)) = {0} ∪
⋃
n∈Z3

{κn(z)},

with the space of eigenfunctions
ϕ̂n(m) = δn,m, n,m ∈ Z3,

where δ·,· is the Kroneker delta function on Z3.
Note that the compact operator Q(z) has eigenvalues κn(z), n ∈ Z3 with the corresponding eigenfunctions

ψn(p) = ei(n,p), n ∈ Z3, p ∈ T3. (27)

Therefore, the determinant of the operator I −Q(z) can be written as the following product

det(I −Q(z)) =
∏
n∈Z3

(1− κn(z)), (28)
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which takes the form (14), since d−n(z) = dn(z) and (26).
Let κn(zn) = 1 be an eigenvalue of Q(zn), then ψn is the first component of the solution ϕn = (ψn, ψ̃n)

of equation (18), and the second component is defined as

ψ̃n(q) := ϕ̃2(q) = λ∆−1
2 Q∗ψn(q) =

λdn(zn)

∆(λ; zn)
ψ̃−n(q). (29)

Using the equality (21) in the last relation, we get

ei(n,q) = λ∆−1
2 Q∗ψn(q) =

λdn(zn)

∆(λ; zn)
e−i(n,q),

which is contradiction.
However, if ϑn(p) = (ei(n,p) + e−i(n,p))/2 = cos((n, p)), it satisfies (21) and (29) if and only if

λdn(zn)

∆(λ; zn)
= 1, i.e. δ+

n (λ; z) = 1− λ
(
d0(zn) + dn(zn)

)
= 0.

However, for the functions θn(p) = (ei(n,p) − e−i(n,p))/2i = sin((n, p)) the relation

θn = λ∆−1
2 Q∗θn = − λdn(zn)

∆(λ; zn)
θn,

holds, which contradicts with (21). It implies

− λdn(zn)

∆(λ; zn)
= 1, i.e. δ−n (λ; z) = 1− λ

(
d0(zn)− dn(zn)

)
= 0.

Since the system {ϑn, θn}, n ∈ Z3 is complete in `2(Z3), the last three relations and (26) allow us to use
the Fredholm determinant (14) instead of (28).

Accordingly, the number zn is an eigenvalue of A1(0) and the corresponding eigenfunction can be found
by (19) as

f0
n(p, q) =

λ

εf(−p− q)− z

[
ϑn(p) + ϑn(q)

]
.

According to the relation H(0) = U∗KH(K)UK , the number zn is also an eigenvalue of H(K) with the
eigenfunction fn = UKf

0
n, i.e., (16), where the unitary operator UK is defined in (7).

EIGENVALUES OF H(K) BELOW AND ABOVE THE SPECTRUM OF H0(K)

First, we study the function δ+
n (λ; z) in () for any n ∈ Z3.

Lemma 9. For any fixed n ∈ Z3, the function d0(z) + dn(z) is positive and monotonically increasing in
the interval (−∞, 0) as a function of z. Additionally,

lim
z→0−

(
d0(z) + dn(z)

)
= d0(0) + dn(0), (30)

lim
z→−∞

(
d0(z) + dn(z)

)
= 0. (31)

and for any z ∈ (−∞, 0)
lim
n→∞

(
d0(z) + dn(z)

)
= d0(z) (32)

hold.
Proof. The equality

d0(z) + dn(z) =
1

(2π)3

∫
T3

1 + cos
(
n, t
)

εf(t)− z
dt
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and Lemma 7 imply the positivity and monotonicity of d0(z) + dn(z) in (−∞, 0). The limits (30), (31) and (12)
follow from Lemma 7.

Let z0
1 be a zero of ∆α(·) = 0, i.e. an eigenvalues of h1(k) in the interval R \ [0, 6/m] (see 2). Note that

z0
1 exists iff λ ∈ R \ [−λ0, λ0].

The number defined by

λ+
n =

1

d0(0) + dn(0)
,

satisfies
0 < λ+

0 < λ+
n < λ0, n ∈ Z3, and λ+

0 =
λ0

2
. (33)

Lemma 10. Let n ∈ Z3. (a) If λ ≤ λ+
n , then δ+

n (λ, z) has no zeros in the interval
(
−∞, 0

)
.

(b) If λ+
n < λ, then δ+

n (λ, z) has a unique zero zn ∈
(
−∞, 0

)
, and it satisfies zn < z0

1 .
Proof. Due to Lemma 9 the functions d0(z) + dn(z) are positive and monotonically increasing in the

interval (−∞, 0), and so the proof of the existence of zn is quite similar to the proof of the existence of z0
1 in

Lemma 2.
Let λ > 0. The inequalities zn < z0

1 follow the inequalities

δ+
n (λ; z) < ∆(λ; z)

and the monotonicity of the last three functions.

EIGENVALUES OF H(K) ABOVE
[
0, 6/m

]
The unitary operator Uπ/2 in (7) is used to establish the equalities

Uπ/2H0(K)Uπ/2 =
6

m
−H0(K) and Uπ/2V Uπ/2 = V

which implies the relation

Uπ/2
(
H0(K)− V

)
Uπ/2 =

6

m
− (H0(K) + V ). (34)

The final relationship enables us to shift the investigation of the eigenvalues of H(K) from above the
interval

[
0, 6/m

]
to below it.

Lemma 11. Let n ∈ Z3. (a) If −λ+
n ≥ λ, then δ+

n (λ, z) has no zeros in the interval
(
6/m,∞

)
.

(b) If λ < −λ+
n , then δ+

n (λ, z) has a unique zero zn ∈
(
6/m,∞

)
, and it satisfies 6/m < z0

1 < zn.
Proof.The proof is a consequence of Lemma 10 and the identity 34.

MAIN THEOREM

Recall that z0
1 be a zero of ∆(λ; ·) = 0, i.e. an eigenvalues of h1(k), and z0

1 < 0 if λ > 0 and 6/m < z0
1 if

λ < 0. Let η be an eigenvalue of H(K) mentioned in Lemma 6.
Now, we are ready to formulate the main result of the paper.
Theorem 1. Assume µ ∈ R and λ ∈ R.
(a) Let |λ| ≤ |λ0/2|. Then

σpp
(
H(K)

)
= ∅.

(b) Let |λ0/2| < |λ| < |λ0|. Then

σpp
(
H(K)

)
=

⋃
|n|≤n0

{zn} ∪ {η},

and 6/m < z0
1 < zn if λ < 0; zn < z0

1 < 0 if λ > 0. Here n0 is a positive integer number depending on λ.
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(c) Let |λ0| ≤ |λ|. Then
σpp
(
H(K)

)
=
⋃
n∈Z3

{zn} ∪ {η},

and 6/m < z0
1 < zn if λ < 0; zn < z0

1 < 0 if λ > 0.
Proof. Lemmas 6, 10 and 11 provide the proof. For example, by combining the assertions (a) in Lemma

6, (b) in Lemma 10, we get the proof of the part (a) of the theorem.
Remark 1. According to Lemma 5

σess
(
H(K)

)
= {z0

1} ∪
([
− µ, 6/m− µ

]
∪
[
0, 6/m

])
.

Theorem 1 demonstrates that zn, ζn, or η could be within σess
(
H(K)

)
or within a gap of the essential

spectrum.
Theorem 2. Let |λ| ≥ |λ0|. Then

lim
n→∞

zn = z0
1 .

Proof. Due to Theorem 1, there exists a sequence {zn} of eigenvalues of H(K) below z0
1 .

As δ+
n (λ; zn) = 0 and ∆1(λ; z0

1) = 0, using the intermediate theorem we get

δ+
n (λ; z0

1) =
d

dz
δ+
n (λ; ξn)(z1 − zn), zn < ξn < z0

1 ,

δ+
n (λ; z0

1) = δ+
n (λ; z0

1)−∆1(λ; z0
1) = −λdn(z0

1)

and hence
|zn − z0

1 | = dn(z0
1)

∣∣∣∣ λ
d
dz

(
δ+
n (λ; ξn)

) ∣∣∣∣
Since 0 < C <

∣∣∣ ddz (δ+
n (λ; ξn)

)∣∣∣ for some C > 0 and n ∈ Zd we get

|zn − z0
1 | < C|dn(z0

1)|

which together the limit (12) we get the first limit of the theorem.

THRESHOLD RESONANCES

In this section, we investigate how η or zn arises from or are absorbed into the essential spectrum σess
(
H(K)

)
Let ν = −µ or ν = 0 or ν = 6/m− µ or ν = 6/m.
Definition 1.(Threshold eigenvalue and threshold resonance). Let f be a solution of H(K)f = νf .

(1) If f ∈ L2
s((T3)2), ν is called a lower threshold eigenvalue of H(K).

(2) If f ∈ L1
s((T3)2) \ L2

s((T3)2), ν is called a lower threshold resonance of H(K).

From the continuity of dn(z) at 0 and 6/m, the function D(z) can be defined at 0 and 6/m. Let us denote
it by D(ν).

Lemma 12. (a) The number ν is a threshold eigenvalue (threshold resonance) of the operator A1(K) if
and only if D(ν) = 0, where D(z) is defined by (14).

If Dn(ν) = 0 for some n ∈ Z3, the solution of the equation A1(K)f = νf can be written as

fn(p, q) =
λ

εf(K − p− q)− ν

(
cos
(
n, (−K/2 + p)

)
+ cos

(
n, (−K/2 + q)

))
and f ∈ L1

s((T3)2) \ L2
s((T3)2).

Proof. We prove the lemma for K = 0.
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(a) The proof of the part (a) is similar to the proof of Lemma 8.
The continuation of the operators Q(z) in (23) and Q(z) in (18) at z = ν are defined by

Q(ν) = λ∆−1(ν)Φ1(H0 − ν)−1Φ∗2

and
Q(ν) = λ2∆−2(ν)Φ1(H0 − ν)−1Φ∗2Φ2(H0 − ν)−1Φ∗1,

respectively.
The equation A1(K)f = νf, f ∈ L1

s((T3)2), has a solution if and only if the equation

Q(ν)ϕ = ϕ, ϕ ∈ L2(T3), (35)

has a solution and
Q(ν)ϕ = ϕ. (36)

Here the solutions are connected by the relations

f(p, q) =
λ

εf(−p− q)− ν
(
ϕ(p) + ϕ(q)

)
(37)

and
ϕ = Φ1f. (38)

Since Q(ν) is a Hilbert-Schmidt operator, and it has eigenvalues κn(ν) = λ2d2
n(ν)/∆2(λ; ν), n ∈ Z3 with

the corresponding eigenfunctions
ψn(p) = ei(n,p), n ∈ Z3, p ∈ T3. (39)

Since Q(ν)ψn = ψ−n, which is contradiction with (36), the function ϑn = (ψn + ψ−n)/2 = cos((n, ·))
satisfies (36), i.e.

ϑn =
λdn(ν)

∆(λ; ν)
ϑn.

and hence
δ+
n (λ; ν) = 1− λ

(
d0(ν) + dn(ν)

)
= 0.

Since the system {ϑn, θn}, n ∈ Z3 is complete in `2(Z3), the last three relations and (14) allow us to use
the Fredholm determinant (14) instead of (28).

Accordingly, the number zn is an eigenvalue of A1(0) and the corresponding eigenfunction can be found
by (19) as

f0
n(p, q) =

λ

εf(−p− q)− ν

[
ϑn(p) + ϑn(q)

]
.

According to the relation H(0) = U∗KH(K)UK , the equation H(K)f = νf has a solution of the form

fn(p, q) =
λ

εf(K − p− q)− ν

[
ϑn(−K/2 + p) + ϑn(−K/2 + q)

]
.

(b) As the function 1/εf(p) is integrable on T3, the inclusion f0 ∈ L1
s((T3)2) is obvious.

Consider the relation∫
T3

∫
T3

|f0
n(p, q)|2dpdq = 4

∫
T3

sin2(n, q)dq

∫
T3

cos2(n, t/2)

ε2
f (t)

dt. (40)

As εf(p) ≈ p2 near the origin and εf(p) > c for some c > 0 when p is not close to 0, the last integral
satisfies the conditions ∫

T3

∫
T3

|f0
n(p, q)|2dpdq =∞.
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Thus f ∈ L1((T3)2) \ L2((T3)2).
For any n ∈ Z3, define

Tn = {m ∈ Z3|dm(0) = dn(0)} and τn = |Tn|.

As dn(0) < d0(0) and the function εf(p) is invariant with respect to the permutations of its arguments
p(j) and p(k), j, k = 1, 2, 3, the set Tn is singleton only for n = 0.

Notice that λ0/2 ≤ λ+
n < λ0 and λ+

n → λ0 as n→∞.
Theorem 3. Let n ∈ Z3 \ {0}.
(a) Let |λ| = λ0/2, then the operator H(K) has a threshold resonance of multiplicity one at 0 if λ = λ0/2;

at 6m if λ = −λ0/2. Moreover σp(H(K)) = ∅.
Moreover, if µ > 0 (resp. µ < 0), then H(K) has a threshold resonance at the left edge (resp. the right

edge) of the two-particle branch [−µ, 6/m− µ] of the essential spectrum σess(H(K)).
(b) Let |λ| = λ+

n , n 6= 0. Then, the operator H(K) has a threshold resonance of multiplicity one and
threshold eigenvalue of multiplicity τn − 1 at 0 if λ >; at 6m if λ < 0.

(c) If |λ| 6= λ+
n the operator H(K) has a neither threshold resonance nor threshold eigenvalues at the

thresholds of the essential spectrum.
Proof. Due to Lemma 5, the interval [−µ, 6/m−µ] is a component of the essential spectrum σess(H(K)),

and hence Lemmas 6 and 12 imply the proof of the statement (a).
The proof of the remaining statements follows from Lemma 12.

CONCLUSION

The discrete Schrödinger operator corresponding to the Hamiltonian of a system of three quantum
mechanical particles (two identical bosons and a fermion) with masses m = ∞ and m < ∞, respectively, is
considered on the three-dimensional lattice for all non-zero point interactions. The point spectrum of the three-
particle discrete Schrödinger operator, which may posses infinitely many eigenvalues, has been studied for all
non-zero point interactions.

Moreover, we showed the conditions for the appearance of threshold resonances and threshold eigenvalues.
The dependence of their multiplicities on the parameters was explicitly derived.
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Poincaré. 2007. 8. 337–360.

[24] Z. I. Muminov, Sh. Alladustov, Sh. Lakaev, “Spectral and threshold analysis of a small rank
perturbation of the discrete Laplacian”, J. Math. Anal. Appl., 496 (2021) 124827.

REZYUME

Biz uchta kvant mexanik zarrachalardan (ikki bir xil bozon va bitta fermiondan) iborat sistemaning
Hamiltonianini ko‘rib chiqamiz. Bu zarrachalar bir o‘lchamli panjarada nuqtada tortuvchi yoki
itaruvchi potensiallar orqali o‘zaro ta’sirlashadi.

Bozonlarning massasi cheksiz deb faraz qilingan holda, biz uch zarrachali diskret Shredinger operatori
H(K),K ∈ T ning nuqtali spektrini o‘rganamiz. Bu operator, o‘zaro tortuvchi yoki itaruvchi ta’sir
kuchlariga bog‘liq holda, cheksiz ko‘p xos qiymatlarga ega bo‘ladi.

Kalit so‘zlar: diskret Shro’dinger operatori, nuqtali spektr, bo’sag’a rezonasi, kontakt potensial,
bo‘sag‘a xos qiymat, Fredgolm determinanti

Аннотация

Мы рассматриваем гамильтониан системы трех квантово-механических частиц (два идентич-
ных бозона и фермион) на одномерной решетке, взаимодействующих посредством притягива-
ющих или отталкивающих потенциалов нулевого радиуса действия.

Мы исследуем точечный спектр трехчастичного дискретного оператора Шредингера
H(K), K ∈ T, который обладает бесконечным числом собственных значений, зависящих от
отталкивающих или притягивающих взаимодействий, в предположении, что бозоны в системе
имеют бесконечную массу.

Ключевые слова: дискретный оператор Шредингера, точечный спектр, пороговый резонанс,
контактный потенциал, пороговое собственное значение, определитель Фредгольма
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Abstract
This study explores integral formulations and harmonic fundamental solutions for various media,
including elastodynamic, scalar, and poroelastic media. The integral formulations are expressed
in terms of boundary variables linking the variables in the internal domain with the boundary
conditions. The work highlights the significance of fundamental solutions in solving boundary
integral equations, enabling numerical solutions using the Boundary Element Method (BEM).
Detailed derivations and applications for each medium are presented, emphasizing methods to
address singularities and reduce computational complexity. The results offer foundational insights
for engineers and researchers applying BEM to complex media.

Key words: Integral equations, harmonic solutions, Boundary Element Method, wave equations,
poroelastics, elastodynamics, scalar media, computational mechanics.

Introduction

The boundary integral formulation for each of the three media is presented below. Using data derived
from the governing equations, it links the fundamental variables at internal points to their values and derivatives
at the boundary. These equations connect the actual field variables with those from a simplified, well-known
“fundamental solution”. Together, the formulation and fundamental solutions form the basis for solving the
problem numerically using the Boundary Element Method (BEM).

Literature Review

Fundamental solutions to elastodynamic integral equations-developed by Stokes, Cruse-Rizzo, and
Kupradze-enable modeling of elastic media, including half-spaces and point source problems, for practical
engineering use. In scalar media, wave propagation governed by the Helmholtz equation facilitates pressure
modeling, with modified fundamental solutions easing boundary computations and reducing computational
demands, particularly in fluid environments. For poroelastic media, integral formulations describe solid matrix
displacements and fluid stresses, with detailed coupling of phases as outlined by Dominguez and Aznarez.
The Boundary Element Method (BEM) connects these theoretical models with numerical solutions, efficiently
handling singularities and solving for internal variables using boundary data.

Research Methodology

Integral formulation in harmonic elastodynamics: In the absence of body forces, the displacement
field in a reduced elastodynamic state of a bounded domain Ω with boundary Γ is given by:

ukj +

∫
Γ

t∗jiuidΓ =

∫
Γ

t∗jitidΓ (1)

Here, ukj is the displacement in direction j at point k, where the external force is applied. ui and ti are the
displacement and stress components in direction i of the actual problem. u∗ji and t∗ji represent the displacement
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and stress components of the fundamental solution due to a unit point load in direction j, satisfying the Navier
equation in the frequency domain: µ∇2u∗ji + (λ+ µ)∇e∗j,i − ρω2u∗j,i + δ (x− xk) δij . The Dirac delta function
models the point nature of the excitation.

Integral formulation in harmonic scalar problems: The equation equivalent to the previous one
in the case of scalar media that relates the pressure at a point k belonging to the domain Ω with the variables
pressure and its derivative in the contour Γ, is [1, 2]:

pk +

∫
Γ

(
∂p

∂n

)n
pdΓ =

∫
Γ

p∗
∂p

∂n
dΓ (2)

where pk is the value of the pressure at the internal point k, n the normal to the contour and p∗ is
the fundamental solution that satisfies Ω the Helmholtz equation for a point source k pulsating in an infinite
medium with frequency ω:

∇2p∗ +
(ω
c

)2

p∗ + δ (x− xk) = 0 (3)

Analysis and results

Comprehensive formulation in harmonic poroelasticity: The integral formulation for the case of
poroelastic media is given by the following four equations [2,3-4]:

ukj +

∫
Γ

t∗jiuidΓ−
∫
Γ

U∗njτdΓ =

∫
Γ

u∗jitidΓ−
∫
Γ

τ∗j UndΓ (4)

−Jτk +

∫
Γ

t∗oiuidΓ−
∫
Γ

(
U∗no − JX

′∗
i ni

)
τdΓ =

∫
Γ

u∗oitidΓ−
∫
Γ

τ∗oUndΓ (5)

where J = 1
iωb−ω2ρ22

Equations (4) relate displacement in directions j = 1, 2, 3 at an internal point k in the domain Ω to
displacements ui, Un and stresses ti, τ in the porous medium along the boundary Γ, where Un is the normal
displacement of the fluid phase. The terms u∗ji and t∗ji are the fundamental displacements and tractions of the
solution in the solid matrix due to a point load in the direction j.

For the same load, τ∗j and U∗nj represent the equivalent stress and normal fluid displacement at the
boundary. These known values form the fundamental solution when the load acts in the solid phase. Equation
(5) provides an integral representation of the equivalent stress at an internal fluid-phase point k in Ω. This
stress is related to boundary displacements ui, Un and stresses ti, τ. Here, u∗oi and t∗oi are the displacement and
traction components of the solid skeleton caused by a point source applied in the fluid phase (subscript o, with
j = 4). Consequently, τ∗o and U∗no are the response of the fluid to stress and normal displacement. These four
terms define the fundamental solution when the load is applied in the fluid phase [3,5].

Harmonic fundamental solution: In the previous section’s integral formulation, several terms involve
the fundamental solution a known solution to simplified problems with few restrictions. These allow the
formulation of boundary integral equations, solvable approximately via the Boundary Element Method (BEM),
as discussed next. The relevant problems and their solutions for each medium described in this chapter are
presented below.

Fundamental elastodynamic solution: In this case the problem consists of a point load applied at a
point in an infinite, homogeneous, elastic, linear and isotropic medium. The resulting stresses and displacements
constitute a classical problem that was solved by Stockes in the time domain, by Cruse-Rizzo in the Laplace
transformed domain and some years earlier by Kupradze for harmonic problems. For a point x that is a distance
r from the point of application ξ, the displacement in direction k for a load applied in direction l is given by
[3,6]:

u∗lk (x, ξ, ω) =
1

4πµ
(ψδlk − χrlrk) (6)
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where:

ψ =
2∑

m=1

[
1−

(
z1
z2

)2

δm1

](
1

z2mr
2 − 1

zmr
+ δm2

)
Em

χ =
2∑

m=1

[
1−

(
z1
z2

)2

δm1

](
3

z2mr
2 − 3

zmr
+ 1
)
Em

(7)

In these expressions Em = 1
r e
−ikmr, r = |x− ξ|, z1 = −ik1, z2 = −ik2

Starting from the solution in displacements (7) and using the law of material behavior, the stresses for a
surface of normal n are:

t∗lk (x, ξ, ω) =
1

4π

[
∂r

∂n
(Aδlk +Brlrk) + (Arlnl + Crlnk)

]
(8)

where:

A =
dψ

dr
− χ

r
; B = 2

(
2
χ

r
− dχ

dr

)
; C =

λ

µ

(
dψ

dr
− dχ

dr
− 2

χ

r

)
− 2

χ

r
(9)

Fundamental solution in scalar wave propagation problems: The pressure at any point x in a scalar
medium as a result of the application of a point source is ξ given by the expression:

p∗ (x, ξ, ω) =
1

4πr
e−ikr (10)

Where r = |x − ξ| and k = ω
c , where c is the speed of wave propagation in the medium. The derived

variable, that is, the pressure flux on a surface with normal n is given by:

∂p∗

∂n
= − 1

4π

(
1

r2
+
ik

r

)
e−ikr

∂r

∂n
(11)

In this type of medium, equation (2) enables the exclusion of certain boundaries if the fundamental
solution satisfies the boundary conditions of the real problem. This applies to water in the presented models,
where the free surface boundary can be omitted. Consequently, the Boundary Element Method (BEM) reduces
the number of degrees of freedom, enhancing computational efficiency.

The modified fundamental solution is derived by introducing two point sources: a positive source at the
domain point ξ, where the integral equation is evaluated, and a negative source at its mirror image with respect
to the free surface. Figure 1 illustrates the placement of these sources.

Рис. 14: Position of the charges for obtaining the fundamental source-image solution in scalar problems.

By making this double placement of the source we arrive at the following fundamental solution, which
obviously leads to zero pressures at the points of the free surface of the medium.

p̂∗ (x, ξ, ω) =
1

4π

(
1

r
e−ikr − 1

r̄
e−ikr̄

)
(12)
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Where r̄ = |x − ξ̄|. As already indicated, using p̂∗ only it is necessary to apply the integral equation to
the part of the contour that in the figure appears with the designation ΓE .

Fundamental poroelastic solution: The basic solution for poroelastic media is presented below. In this
case, the load can be applied both to the solid matrix and to the fluid phase of the porous medium, which leads,
depending on the response considered, to the values contained in tables 1 and 2.

Load applied in l direction on the solid matrix. Displacement response of the solid matrix in
direction k.

u∗lk(x, ξ, ω) =
1

4πµ
(ψδlk − χ̃rlrk) (13)

Load applied in l direction on the solid matrix. Equivalent stress response of the fluid phase.

τ∗l (x, ξ, ω) =
iωη

4πµ
φ̃lrl (14)

Point source in the fluid phase. Response to solid displacements in the direction k.

u∗0k(x, ξ, ω) =
γ

4π
φ̃k (15)

Point source in the fluid phase. Equivalent stress response of the fluid phase.

τ∗o (x, ξ, ω) =
1

4π
κ̃ (16)

Auxiliary expressions:

ψ =

2∑
m=1

(−1)m
µ

(λ+ 2µ)z21

(
iω

K
− z2

m

)
(δm1 + δm2) + δm3

[(
1

z2
mr

2
− 1

zmr
+ δm3

)
Em

]

χ =

2∑
m=1

(−1)m
µ

(λ+ 2µ)z21

(
iω

K
− z2

m

)
(δm1 + δm2) + δm3

[(
3

z2
mr

2
− 1

zmr
+ 1

)
Em

]

φ̃ =

2∑
m=1

(−1)m+1

(λ+ 2µ)z21
zm

(
1

zmr
− 1

)
Em

κ̃ =

2∑
m=1

(−1)m+1

z21

(
µ

λ+ 2µ
z2

3 − z2
m

)
Em (17)

Table 1. Fundamental poroelastic solution in terms of the fundamental variables: Solid matrix displacements
and equivalent stress in the fluid phase.

Load applied in l direction on the solid matrix. Stress vector in the solid matrix in direction k.

t∗lk(x, ξ, ω) =
1

4π

[
∂r

∂n

(
Ãδlk + B̃lrk

)
+
(
Ãrknl + C̃rlnk

)]
(18)

Point source in the fluid phase. Stress vector in the solid matrix in direction k.

τ∗ok(x, ξ, ω) =
γ

4π

(
∂r

∂n
F̃k + G̃k

)
(19)

Load applied in l direction on the solid matrix. Displacement response in the fluid phase.

U∗nl(x, ξ, ω) =
1

4π

(
∂r

∂n
D̃rl + Ẽηl

)
(20)
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Point source in the fluid phase. Displacement response in the fluid phase.

U∗no − JX ′jηl =
1

4π

∂r

∂n
H̃ (21)

Auxiliary expressions:

Ã =
dψ̃

dr
− χ̃

r
, B̃ = 2

(
2χ̃

r
− dχ̃

dr

)
C̃ =

λ

µ

(
dψ̃

dr
+
dχ̃

dr
− 2

χ̃

r

)
− 2

χ̃

r
+
Q

R
iωφ̃

D̃ = iωηJ

(
dφ̃

dr
− φ̃

r

)
− Z

µ
χ̃

Ẽ = iωηJ
φ̃

r
+
Z

µ
ψ̃, F̃ = 2µ

(
dφ̃

dr
− φ̃

r

)

G̃ = λ

(
dφ̃

dr
+ 2

φ̃

r

)
− 2µ

φ̃

r
+

Q

Rγ
κ̃, H̃ = J

dκ̃

dr
+ Zφ̃ (22)

Table 2. Fundamental poroelastic solution in terms of the derived variables: Stress vector in the solid
matrix and normal displacement in the fluid phase associated with a surface with exterior normal n.

In all the above equations r̄ = |x− ξ̄|, Em = 1
r e
zmr, zm = −ikm (m = 1, 2, 3) and z21 = z2

2 − z2
1 .

Comprehensive Contour Formulation: The application of the BEM to problems in viscoelastic, scalar, and
poroelastic media requires that the integral formulations in equations [(1), (2), (4), (5)] involve only boundary
variables. These equations link internal fundamental variables to their values and derivatives on the boundary.
To ensure consistency, placement points must lie on the boundary. However, this introduces challenges, as the
integrands become singular at these points [8,3].

The usual way to overcome this fact is by means of a process of passing to the limit, replacing the real
contour Γ by an approximate one that avoids the singularity, composed of two contours, (Γ−Γe) and Γe, where
Γe is an infinitesimal spherical volume of radius ε→ 0 with center at the placement point (figure 2). With this
technique each of the contour integrals can be decomposed into two others extended to the contours Γ−Γε and
Γε.

Рис. 15: Contour decomposition Γ− Γe and Γe “avoiding” the singularity.

To describe the process, this procedure will be applied to the case of viscoelastic regions. Starting from
the integral equation (1) we have:

uil +

∫
Γ−Γε

t∗lkukdΓ +

∫
Γε

t∗lkukdΓ =

∫
Γ−Γε

u∗lktkdΓ +

∫
Γε

u∗lktkdΓ (23)
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In order to achieve our goal of having variables appear only on the contour, it is necessary to study the
behavior of these integrals when ε→ 0. Thus, the integrals on Γ−Γε do not present problems since the contour
on which they extend does not include the singularity and in the limit they must be understood in the sense of
the Cauchy Principal Value (CPV) [4, 5p].

lim
ε→0

∫
Γ−Γε

t∗lkukdΓ = CPV

∫
Γ

t∗lkukdΓ, lim
ε→0

∫
Γ−Γε

u∗lktkdΓ = CPV

∫
Γ

u∗lktkdΓ (24)

If limits are taken on the integrals along Γe:

lim
ε→0

∫
Γε

u∗lktkdΓ = 0, uil + lim
ε→0

∫
Γε

t∗lkukdΓ = cilku
i
k. (25)

Where cilk, called the free term, with a value equal to that appearing in elastostatics, is a constant that
depends on the geometry of the contour at the point of application of the load ξ and ν. Taking into account
(24) and (25) (23) can be written, omitting for convenience the acronym “CPV” from the expressions (24), as
follows:

cilku
i
k +

∫
Γε

t∗lkukdΓ =

∫
Γε

u∗lktkdΓ (26)

Or in a more compact matrix notation in which the placement in the three directions is recorded together
[6, 4p]:

ciui +

∫
Γ

p∗udΓ =

∫
Γ

u∗pdΓ (27)

where u and p will be the vectors of the field variables, u∗ and p∗ the tensors of the fundamental solution
and ci the tensor of the elastostatic free term at the collocation point (as is obvious i ci = I (These are internal
points) [5, 7p]:

ci =

 ci11 ci12 ci13

ci21 ci22 ci23

ci31 ci32 ci33

 (28)

Following an analogous procedure for scalar wave propagation problems starting from equation (2), the
integral formulation on the contour in this case becomes [9,3]:

cipi +

∫
Γ

(
∂p

∂n

)∗
pdΓ =

∫
Γ

p∗
∂p

∂n
dΓ (29)

where the free term takes the value ci = θ
4π (θ is the solid angle of the contour at the point).

In the case of poroelastic media, carrying out the limit step of equations (4) and (5), a matrix equation
of the type (27) is obtained where the tensor corresponding to the free term has an expression of the type [7,
3p]:

ci =


ci11 ci12 ci13 0
ci21 ci22 ci23 0
ci31 ci32 ci33 0
0 0 0 − Jci

 (30)

In this casei c depends on the geometry of the contour in i x, the Poisson ratio of the drained material and the
value of J = 1

iωb−ω2ρ22
[10, 5p].

Conclusion/Recommendations
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This article has detailed the integral formulations and fundamental solutions for elastodynamic, scalar,
and poroelastic media, emphasizing their application in Boundary Element Methods. By addressing challenges
such as singularities and computational complexity, these methodologies offer powerful tools for solving complex
mechanical and physical problems. The work highlights the importance of fundamental solutions in enabling
numerical solutions, laying the groundwork for further research and application in engineering and computational
sciences.
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Annotatsiya

Ushbu tadqiqot ishida turli xil muhitlar, jumladan, elastik, skalyar va g‘ovak elastik muhitlar uchun
integral tenglamalar va asosiy garmonik yechimlar o‘rganilgan. Integral tenglamalar chegaraviy
o‘zgaruvchilar nuqtai nazaridan ifodalanadi va ichki soha o‘zgaruvchilarini chegaraviy shartlarga
bog‘laydi. Ushbu ish asosiy yechimlarning chegaraviy integral tenglamalarni yechishda muhim
hisoblanadi va Chegaraviy elementlar usuli (CHEU) yordamida sonli yechimlarni ta’minlaydi. Har
bir muhit uchun tenglamalar va yechimlar keltirilgan bo‘lib, ularni hal qilish usullari va hisoblash
murakkabligini kamaytirish yo‘llari yoritilgan. Natijalar CHEU ni murakkab muhitlarga qo‘llashda
muhandislar va tadqiqotchilar uchun asosiy tushunchalarni taqdim etadi.

Kalit so‘zlar: Integral tenglamalar, garmonik yechimlar, Chegaraviy elementlar usuli, to‘lqin
tenglamalari, g‘ovak elastik, elastik, skalyar muhitlar, hisoblash mexanikasi.

Аннотация

В данном исследовании рассматриваются интегральные формулировки и гармонические фун-
даментальные решения для различных сред, включая системы в области эластодинамики, ска-
лярных полей и пороупругости. Интегральные формулировки выражены через переменные на
границе, связывая внутренние переменные области с граничными условиями. Работа подчер-
кивает важность фундаментальных решений в решении граничных интегральных уравнений,
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что позволяет численно решать их с использованием метода граничных элементов (МГЭ). При-
ведены подробные выводы и примеры применения для каждой среды, с акцентом на методы
устранения сингулярностей и уменьшения вычислительной сложности. Полученные резуль-
таты предоставляют базовые знания для инженеров и исследователей, применяющих метод
граничных элементов к сложным средам.

Ключевые слова: интегральные уравнения, гармонические решения, метод граничных эле-
ментов, волновые уравнения, пороэластичность, эластодинамика, скалярные среды, вычисли-
тельная механика.
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RESUME

In this paper, we study some homotopy properties of the space n-fold symmetric product of the
space X. We prove that if mappings f, g : X → Y are homotopic, then the mappings Fnf,Fng :
FnX → FnY are also homotopic. Also shown that the functor of n-fold symmetric product Fn is a
covariant homotopy functor. Besides proved that if spaces X and Y are homotopically equivalent,
then the spaces FnX and FnY are also homotopically equivalent.

Key words: Functor, n-fold symmetric product, homotopy, homotopically equivalent.

Recently, the topological properties on hyperspaces with the Vietoris topology and the homotopy
properties of the topological spaces have been studied by many authors ([1], [2], [3], [4], [5], [6]).

In [1] the connection between a finally compact, pceudocompact, extremely disconnected, ℵ-space and
its hyperspace is studied. And in the work [2] have been studied the connection between a uniformly connected,
uniformly pseudocompact, P−precompact and its hyperspace. In the works [3] and [4] have been studied some
cardinal and homotopy properties of the superextension λX of a topological space X. And in [4] proved that the
superextension functor λ preserves homotopy, i.e. that it is a homotopy functor. In [5] showed that the functor
of Permutation Degree SPnG preserves the homotopy and the retraction of topological spaces. And in [6] have
been studied some homotopy properties of the space of complete linked systems.

Recall that a covariant functor is a mapping F which assigns to a topological space X the space F(X),
and to a continuous mapping f : X → Y , the mapping F(f) : F(X)→ F(Y ) satisfying the following conditions:

1) F preserves identity, that is, if idX is the identity mapping of X, then F(idX) = idF(X);
2) F preserves composition, that is, if f : X → Y and g : Y → Z are continuous mappings, then we have

F(g ◦ f) = F(g) ◦ F(f).

We refer the reader to the book [7] and the article [8] for more information about functors. Some metric
properties of n-fold symmetric product of the space X is studied in the work [9]. In this paper we study some
homotopy properties and retractions of n-fold symmetric product of the space X.

All of our space are Hausdorff unless otherwise indicated. The symbol N stands for the set of positive
integers and R stands for the set of real numbers. Given a space X, we define its hyperspaces as the following
sets:

1) CL(X) = {A ⊂ X | A is closed and nonempty };
2) 2X = {A ∈ CL(X) | A is compact };
3) Fn(X) = {A ∈ 2X | A has at most n points }, n ∈ N (see [9, 10]).
CL(X) is topologized by the Vietoris topology defined as the topology generated by

β = {〈U1, ..., Uk〉 | U1, ..., Uk are open subsets of X, k ∈ N},

where 〈U1, ..., Uk〉 = {A ∈ CL(X) | A ⊂
⋃
Uj and A ∩ Uj 6= ∅ for each j ∈ {1, ..., k}}.
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Note that, by definition, 2X , Fn(X) and F(X) are subsets of CL(X). Hence, they are topologized with
the appropriate restriction of the Vietoris topology. Moreover,

1) CL(X) is called the hyperspace of nonempty closed subsets of X;
2) 2X is called the hyperspace of nonempty compact subsets of X;
3) Fn(X) is called the n−fold symmetric product of X;
4) F(X) is called the hyperspace of finite subsets of X.
On the other hand, it is obvious that F(X) =

⋃∞
n=1 Fn(X) and Fn(X) ⊂ Fn+1(X) for each n ∈ N (see

[9, 10]).

Remark 1. Let X be a space and let n ∈ N .
1) Fn(X) is closed in F(X);
2) f1 : X � F1(X), (x 7→ x), is a homeomoerphism;
3) Every Fm(X) is a closed subset of Fn(X) for each m,n ∈ N , m < n (see [11]).

Notation 1. If U1, U2, ..., Un are open subsets of a space X, then 〈U1, U2, ..., Un〉F(X) denotes the
intersection of the open set 〈U1, U2, ..., Un〉 of the Vietotis topology, with F(X) (see [12]).

Notation 2. Let X be a space. If {x1, x2, ..., xr} is a point of F(X) and {x1, x2, ..., xr ∈
〈U1, U2, ..., Un〉F(X)}, then for each j ≤ r, we let Uxj = ∩{U ∈ {U1, U2, ..., Us} : xj ∈ U} Observe that
〈Ux1 , Ux2 , ..., Uxr 〉F(X) ⊂ 〈U1, U2, ..., Us〉F(X) (see [13]).

For some undefined or related concepts, we refer the reader to [14], [15] and [16].
Now we will consider some homotopic properties of n-fold symmetric product of the space X. We begin

with definitions of notions that will be used in this section. We mainly follow terminology from [15] and [16].
Continuous mappings f, g : X → Y are said to be homotopic if there is a continuous mapping H : X×I →

Y such that H(x, 0) = f(x) and H(x, 1) = g(x). The mapping H is called a homotopy between f and g and we
write f ' g [15].

Let f : X → Y is a continuous mapping and A ∈ FnX. Let’s assume that (Fnf)(A) = f(A). Then the
mapping Fnf : FnX → FnY also is a continuous mapping.

For the functor of n-fold symmetric product Fn the following theorem holds.

Theorem 1. If mappings f, g : X → Y are homotopic, then the mappings Fnf,Fng : FnX → Fn are
also homotopic.

Proof. Assume that the mappings f, g : X → Y are homotopic. Then there exists a continuous mapping
H : X×I → Y such thatH(x, 0) = f(x), andH(x, 1) = g(x). On the other hand, we have that (Fnf)(A) = f(A)
and (Fng)(A) = g(A) for all A ∈ FnX. Now we can define the mapping (FnH)(A, t) = H(a, t), where A ∈ FnX
and t ∈ [0, 1]. It is clear that since the mapping H is continuous, the mapping FnH is also continuous. Now we
will show that the mapping FnH is a homotopy between the mappings Fnf and Fng. Indeed (FnH)(A, 0) =
H(A, 0) = f(A) = (Fnf)(A), and (FnH)(A, 1) = H(A, 1) = g(A) = (Fng)(A). This means that Fnf ' Fng.
Theorem 1 is proved.

From the Theorem 1 we get the following corollary.

Corollary 1. If the mapping H is homotopy between f and g, then the mapping also FnH is a homotopy
between Fnf and Fng.

A continuous mapping f : X → Y is said to be a homotopy equivalence if there exists a continuous
mapping g : Y → X such that the compositions g ◦ f and f ◦ g are homotopic to the identity mappings on X
and Y respectively. Two topological spaces X and Y is said to be homotopically equivalent (notation, X ' Y )
if there exists a homotopy equivalence f : X → Y (see [15]).

Proposition 1. If the mapping f : X → Y is homotopy equivalence, then the mapping Fnf : FnX →
FnY is also homotopy equivalence.
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Proof. Suppose that the spaces X and Y are homotopically equivalent. Then there exists two continuous
mappings f : X → Y and g : Y → X such that f ◦ g ' idY and g ◦ f ' idX . It means that there are
two homotopy H1(y, t) and H2(x, t) such that H1(y, 0) = (f ◦ g)(y), H1(y, 1) = y, and H2(x, 0) = (g ◦ f)(x),
H2(x, 1) = x. We can define the compositions Fnf ◦ Fng : FnY → FnY , and Fng ◦ Fnf : FnX → FnX
of the mappings Fnf : FnX → FnY and Fng : FnY → FnX as follows: (Fnf ◦ Fng)(B) = (f ◦ g)(B) for
all B ∈ FnY , and (Fng ◦ Fnf)(A) = (g ◦ f)(A) for all A ∈ FnX. One can easily check that the mapping
(FnH1)(B, t) = H1(B, t) is a homotopy between Fnf ◦ Fng and idFnY , where B ∈ FnY and t ∈ [0, 1]. Indeed,
(FnH1)(B, 0) = H1(B, 0) = (f ◦g)(B) = (Fnf ◦Fng)(B) for all B ∈ FnY , and (FnH1)(B, 1) = H1(B, 1) = B =
idFnY . Similarly, the mapping (FnH2)(A, t) = H2(A, t) is a homotopy between Fng ◦ Fnf and idFnX , where
A ∈ FnX and t ∈ [0, 1]. Indeed, (FnH2)(A, 0) = H2(A, 0) = (g ◦ f)(A) = (Fnf ◦ Fng)(A) for all A ∈ FnX, and
(FnH2)(A, 1) = H2(A, 1) = A = idFnX . It means that FnX and FnY are homotopically equivalent. Proposition
1 is proved.

Corollary 2. If spaces X and Y are homotopically equivalent, then the spaces FnX and FnY are also
homotopically equivalent.

By a covariant homotopy functor we mean a functor F in the category Top of topological spaces and
their continuous mappings satisfying

(*) F preserves homotopy, that is, if a mapping H(x, t) is a homotopy between continuous mappings
f, g : X → Y , then F (H(x, t)) is also a homotopy between mappings F (f), F (g) : F (X)→ F (Y ).

Theorem 2. The functor of n-fold symmetric product Fn is a covariant homotopy functor.

Proof. Now we will show that the functor Fn satisfies the above three conditions.
(i) Let idX be identity mapping in the topological spaceX. Then we have that (FnidX)(A) = idX(A) = A.

It means that the mapping FnidX is an identity mapping in the topological space FnX.
(ii) Let f : X → Y and g : Y → Z be the continuous mappings. Then it follows that Fn(g ◦ f)(A) =

(g ◦ f)(A) = g(f(A)) = (Fng)(f(A)) = Fng(A) ◦ Fnf(A).
(*) It follows easily from Theorem 1. Theorem 2 is proved.
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REZYUME

Ushbu maqolada biz X fazoning n-darajali simmetrik ko’paytma fazosining ba’zi gomotopik
xossalarini o’rganamiz. Agar f, g : X → Y akslantirishlar o’zaro gomotop bo’lsa, u holda Fnf,Fng :
FnX → FnY akslantirishlar ham o’zaro gomotop ekanligi isbotlangan. Bundan tashqari, n-darajali
simmetrik ko’paytma funktori Fn kovariant gomotopik funktor ekanligi ko’rsatilgan. Shu bilan birga,
agar X va Y fazolar gomotopik ekvivalent bo’lsa, u holda FnX va FnY fazolar ham gomotopik
ekvivalent ekanligi isbotlangan.

Kalit so‘zlar: Funktor, n-darajali simmetrik ko’paytma, gomotopiya, gomotopik ekvivalentlik.

РЕЗЮМЕ

В данной работе изучаются некоторые гомотопические свойства пространства n-кратного сим-
метрического произведения пространстваX. Доказывается, что если отображения f, g : X → Y
гомотопны, то отображения Fnf,Fng : FnX → FnY также гомотопны. Также показано, что
функтор n-кратного симметрического произведения Fn является ковариантным гомотопиче-
ским функтором. Кроме того, доказано, что если пространства X и Y гомотопически эквива-
лентны, то пространства FnX и FnY также гомотопически эквивалентны.

Ключевые слова: Функтор, n-кратное симметричное произведение, гомотопия, гомотопиче-
ская эквивалентность.

91



O‘zMU xabarlari Aniq fanlar №2/1/1, 2025, 92-105

UDC 512.554

Z2 MAYDONDA IKKI VA UCH O‘LCHAMLI EVOLYUTSION ALGEBRALARNING
TASNIFI

Normatov E. P.
O‘zbekiston Milliy universiteti, Toshkent xalqaro moliyaviy boshqaruv va texnologiyalar

universiteti, Toshkent
erkinnormatov@yandex.ru

Elboyev K. E.
Toshkent xalqaro moliyaviy boshqaruv va texnologiyalar universiteti, Toshkent

k.elboyev@tift.uz

Rezyume

Hozirgi vaqtda zamonaviy algebraning muhim yo‘nalishlaridan biri evolyutsion algebralar
nazariyasini tadqiq qilishdir. Evolyutsion algebralar matematikaning boshqa sohalari, jumladan
graflar nazariyasi, Markov jarayonlari, dinamik sistemalar bilan bog‘liq. Evolyutsion algebralar sinfi
birinchi marta Lyubich tomonidan 1992 yilda kiritilgan. 2008 yilda Tian o‘zining monografiyasida
evolyutsion algebra atamasini ishlatib, bu algebralarning tadbiqlari va ba’zi xossalarini keltirib
o‘tgan. Bu maqolada Z2 maydonda ikki va uch o‘lchamli evolyutsion algebralar tasnifi keltirilgan.

Kalit so‘zlar: Evolyutsion algebra, tabiiy bazis, gomomorfizm, izomorfizm, maydon, o‘lcham.

2008 yilda J.P. Tian tadqiqotlarining asosiy yo‘nalishi evolyutsion algebralarning tadbiqiy muammolariga
bag‘ishlangan edi. Shu bilan birga chekli o‘lchovli algebralarning biror ko‘pxilligini o‘rganishga tabiiy yondashish,
masalan, strukturaviy nazariyani qurish u tomonidan qaralmagan edi [1]. Strukturaviy nazariyani o‘rganishga
bag‘ishlangan dastlabki natijalar B.A.Omirov, U.A.Rozikov, M.Ladra, J.M.Casas, M.V.Velasco va boshqalarning
ishlarida paydo bo‘ldi. Xususan, kompleks, haqiqiy sonlar maydonida ikki va uch o‘lchamli evolyutsion
algebralarining tasnifi olingan, nilpotent evolyutsion algebralarining klassik xossalari tasniflangan [2,3].

Bizga biror K maydon berilgan bo‘lsin.
Ta’rif 1.[1] (E, ·) biror K maydon ustidagi algebra bo‘lsin. Agar

ei · ej = 0, agar i 6= j, barcha i larda ei · ei =
∑
k

aikek

shartni qanoatlantiruvchi e1, e2, ..., en, .... bazis mavjud bo‘lsa, u holda bu algebraga evolyutsion algebra deyiladi.
Bu bazisga esa tabiiy bazis deyiladi.

Eslatma. Ushbu maqolada evolyutsion algebrani tashkil etuvchi konstantalari Z2 maydonda o‘rganiladi.
Ikki va uch o‘lchamli kompleks evolyutsion algebralar tasnifi [2], [3] da, ikki va uch o‘lchamli haqiqiy

evolyutsion algebralar tasnifi [4], [5] da keltirilgan.
E-evolyutsion algebra uchun quyi markaziy qator aniqlaymiz:

E1 = E, Ek =

k−1∑
i=1

EiEk−i, k ≥ 1

Bizga (E, ·) evolyutsion algebra va ei uning tabiiy bazisi berilgan bo‘lsin.
Ta’rif 2.[2] E va E′ evolyutsion algebralar va ϕ : E → E′ chiziqli akslantirish bo‘lsin. Agar ϕ(ei) E

′ da
tabiiy bazis bo‘lsa, ϕ- gomomorfizm deyiladi. Bundan tashqari, agar ϕ- biektiv bo‘lsa, u holda ϕ- izomorfizm
deyiladi.
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Z2 maydonda ikki o‘lchamli evolyutsion algebralarning tasnifi

Z2 maydonda ikki o‘lchamli evolyutsion algebra va {e1, e2} uning tabiiy bazisi bo‘lsin.
Ma’lumki, agar E2 = 0 bo‘lsa, u holda E abel algebrasi deyiladi, ya’ni nol ko‘paytmali algebra deyiladi.
Teorema 1. Z2 maydonda ikki o‘lchamli evolyutsion algebralar o‘zaro izomorf bo‘lmagan quyidagi

algebralarning biri bilan izomorfdir.
(i) dimE2 = 1 bo‘lgan holda

• E1 : e1 · e1 = e1

• E2 : e1 · e1 = e1; e2 · e2 = e1

• E3 : e1 · e1 = e2

(ii) dimE2 = 2 bo‘lgan holda

• E4 : e1 · e1 = e1; e2 · e2 = e1 + e2

• E5 : e1 · e1 = e2; e2 · e2 = e1

• E6 : e1 · e1 = e2; e2 · e2 = e1 + e2

Isbot. Ikki o‘lchamli evolyutsion algebra uchun ko‘paytmaning umumiy ko‘rinishi
e1 · e1 = a1e1 + a2e2, e2 · e2 = a3e1 + a4e2, e1 · e2 = e2 · e1 = 0, ai ∈ Z2 (Z2 = {0̄, 1̄}.)

(i) dimE2 = 1 bo‘lgan holda;
e1 · e1 = c1(a1e1 + a2e2), e2 · e2 = c2(a1e1 + a2e2), e1 · e2 = e2 · e1 = 0. Ravshanki, (c1, c2) 6= (0, 0) aks holda
bizning algebra abel algebrasi bo‘lar edi. e1 va e2 simmetrik ekanligidan c1 6= 0 deb faraz qila olamiz, u holda
biz bazisni sodda almashtirishlar orqali c1 = 1 qila olamiz.

1-hol. a1 6= 0. U holda biz bazisni quyidagi o‘zgarishini qabul qilamiz.
e′1 = e1 + a2e2, e′2 = Ae1 +Be2, bu yerda B − a2A 6= 0. Natijani hisoblasak

0 = e′1 · e′2 = (e1 + a2e2)(Ae1 +Be2) = A(e1 + a2e2) + a2Bc2(e1 + a2e2) =
= (A+ a2Bc2)(e1 + a2e2)

Shuning uchun, A+ a2Bc2 = 0 ya’ni A = −a2Bc2 va B − a2A = B + a2
2Bc2 6= 0.

Bu shuni bildiradiki, B 6= 0 (B = 1) va 1 + a2
2c2 6= 0 bo‘lganda biz yuqoridagi almashtirishlarni olamiz.

Natijani ko’rib chiqsak
e′1 · e′1 = (e1 + a2e2)(e1 + a2e2) = (e1 + a2e2) + a2

2c2(e1 + a2e2) = (1 + a2
2c2)(e1 + a2e2) =

= (1 + a2
2c2)e′1

e′2 · e′2 = (Ae1 + e2)(Ae1 + e2) = A2(e1 + a2e2) + c2(e1 + a2e2) = (A2 + c2)(e1 + a2e2) =
= (a2

2c
2
2 + c2)e′1 = c2(1 + a2

2c2)e′1
1.1-hol. c2 = 0. U holda e′1 · e′1 = e′1, e2 · e2 = e1 · e2 = e2 · e1 = 0, bizga E1 algebrani beradi.
1.2-hol. c2 6= 0. U holda e′1 · e′1 = (1 + a2

2)e′1, e′2 · e′2 = (1 + a2
2)e′1 ga ega bo‘lamiz. Agar (1 + a2

2) 6= 0
ya’ni a2 6= 1, a2 = 0 bo‘lganda bajariladi. Bizga e1 · e1 = e1, e2 · e2 = e1 ya’ni E2 algebrani beradi.

2-hol. a1 = 0. U holda biz e1 · e1 = a2e1; e2 · e2 = c2a2e2 natijalarga ega bo’lamiz. Bu yerda a2 6= 0,
aks holda evolyutsion algebra bo‘lmaydi.

Agar c2 = 0 bo’lsa, bazisni e′1 =
e1√
a2

almashtirish orqali e′1 · e′1 =
e1√
a2
· e1√

a2
= e2, e2 · e2 = 0 ya’ni E3

algebraga ega bo‘lamiz.

Agar c2 6= 0 (c2 = 1) bo‘lsa, bazisni e′1 =
e1√
a2
, e′2 =

e2√
a2

almashtirishlar orqali e1 ·e1 = e2, e2 ·e2 = e2

ya’ni E2 algebraga izomorf bo‘lgan algebrani hosil qilamiz.

(ii) dimE2 = 2 bo‘lgan holda;
Ko‘paytmaning umumiy ko‘rinishi e1 ·e1 = a1e1 +a2e2, e2 ·e2 = a3e1 +a4e2 bu yerda a1a4−a2a3 6= 0, ai ∈ Z2
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1-hol. a1 6= 0 va a4 6= 0. Bazisning o‘zgarishi e1 = a−1
1 e1, e1 = a−1

2 e2 orqali a1 = a4 = 1 deb faraz qila
olamiz. Shu sababli biz 2 ta parametrik oilaga ega bo‘lamiz ya’ni
E4(a2, a3) : e1 · e1 = e1 + a2e2, e2 · e2 = a3e1 + e2, 1− a2a3 6= 0 bundan (a2, a3) 6= (1, 1).

Bazisning umumiy o‘zgarishini quyidagicha olaylik,
e′1 = A1e1 +A2e2, e′2 = B1e1 +B2e2, A1B2 −A2B1 6= 0. Natijani ko‘rib chiqsak,
0 = e′1e

′
2 = (A1e1 +A2e2)(B1e1 +B2e2) = A1B1(e1 +a2e2)+A2B2(a3e1 +e2) = (A1B1 +A2B2a3)e1 +(A1B1a2 +

A2B2)e2

Ushbu yangi bazisdagi algebra ham evolyutsion algebra bo‘lishi kerakligidan bizga A1B1 +A2B2a3 = 0va
A1B1a2 + A2B2 = 0. Bundan A2B2(1 − a2a3) = 0 va A1B1(1 − a2a3) = 0. Bunda 1 − a2a3 6= 0 ekanligidan,
A1B1 = A2B2 = 0 ga ega bo‘lamiz.

1.1-hol. A2 = 0. U holda B1 = 0 bo‘lsin.
e′1e
′
1 = A2

1e1 · e1 = A2
1(e1 + a2e2) = e′1 + a′2e

′
2 = A1e1 + a′2B2e2

⇒ A2
1 = A1, A

2
1a2 = a′2B2 ⇒ A1 = 1

e′2e
′
2 = B2

2(a3e1 + e2) = a′3e
′
1 + e′2 = a′3A1e1 +B2e2

⇒ B2
2a3 = a′3A1, B

2
2 = B2 ⇒ B2 = 1

Demak, e′1e′1 = e1 + a′2e2, e′2e
′
2 = a′3e1 + e2 ekanligidan

a′2 = 0 bo‘lsa a′3 = 1, bundan e1 · e1 = e1, e2 · e2 = e1 + e2 ya’ni E4 ni beradi.
a′2 = 1 bo‘lsa a′3 = 0, bundan e1 · e1 = e1 + e2, e2 · e2 = e2 ya’ni E5 ni beradi.
1.2-hol. A1 = 0. U holda B2 = 0 bo’sin va bizga E4(a2, a3) ∼= E′4(a3, a2) izomorf bo‘lgan algebra hosil

bo‘ladi.
2-hol. a1 = 0 yoki a4 = 0 bo’lsin. e1 va e2 simmetrik ekanligidan umumiylikka zarar yetkazmasdan

a1 = 0 deb olishimiz mumkin.
e1e1 = a2e2 va e2e2 = a3e1+a4e2 bu yerda a2a3 6= 0, (a2a3) 6= (0, 0), Z2 da a2 = a3 = 1̄ bo‘lgan holda bajariladi.

Bazisni o‘zgarishini quyidagicha qabul qilib e′1 = 3

√
1

a2
2a3

e1, e′2 = 3

√
1

a2a2
3

e2 bundan,

e′1 · e′1 = 3

√
1

a2
2a3
· 1

a2
2a3

e1 · e1 = 3

√
1

a2a2
3

e2; e′2 · e′2 = 3

√
1

a2
2a

4
3

(a3e1 + a4e2) = 3

√
1

a2
2a3

e1 + 3

√
1

a2
2a

4
3

a4e2

Biz algebralarning bir parametrik oilasini E6(a4) : e1 · e1 = e2, e2 · e2 = e1 + a4e2 ni olamiz. Bundan,
a4 = 0 bo‘lsa, e1 · e1 = e2, e2 · e2 = e1 ya’ni E6 ni beradi.
a4 = 1 bo‘lsa, e1 · e1 = e2, e2 · e2 = e1 + e2 ya’ni E7

∼= E4 o‘zaro izomorf bo‘lgan algebrani beradi.
Teorema isbotlandi.

Z2 maydonda uch o‘lchamli evolyutsion algebralarning tasnifi

Z2 maydonda uch o‘lchamli evolyutsion algebra va {e1, e2, e3} uning tabiiy bazisi bo‘lsin.
Teorema 2. Z2 maydonda uch o‘lchamli E evolyutsion algebralar dimE2 = 1 bo‘lganda quyidagi o‘zaro

izomorf bo‘lmagan algebralarning biri bilan izomorfdir.

• E1 : e1 · e1 = e1

• E2 : e1 · e1 = e1; e2 · e2 = e1

• E3 : e1 · e1 = e1; e2 · e2 = e1; e3 · e3 = e1

• E4 : e1 · e1 = e2

• E5 : e1 · e1 = e2; e3 · e3 = e2

• E6 : e1 · e1 = e3; e3 · e3 = e3

Isbot. Uch o‘lchamli evolyutsion algebra uchun ko‘paytmaning umumiy ko‘rinishi
e1 · e1 = a1e1 + a2e2 + a3e3

e2 · e2 = b1e1 + b2e2 + b3e3
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e3 · e3 = c1e1 + c2e2 + c3e3

Ma’lumki, e1 · e2 = e1 · e3 = e2 · e3 = 0.
Bu yerda B = {e1, e2, e3}- tabiiy bazis, ai, bi, ci ∈ Z2

Bizda dimE2 = 1 bo‘lganligi sababli,
e1 · e1 = k0(a1e1 + a2e2 + a3e3)

e2 · e2 = k1(a1e1 + a2e2 + a3e3)

e3 · e3 = k2(a1e1 + a2e2 + a3e3)

Ma’lumki, (k0, k1, k2) 6= (0, 0, 0) aks holda bizning algebra abel algebrasi bo‘lar edi. e1, e2, e3 simmetrik
ekanligidan k0 6= 0 deb faraz qila olamiz, u holda k0 = 1̄ qila olamiz.

e2
1 6= 0; e1 · e1 = a1e1 + a2e2 + a3e3

e2 · e2 = k1(a1e1 + a2e2 + a3e3)

e3 · e3 = k2(a1e1 + a2e2 + a3e3)

MB=

 a1 a2 a3

k1a1 k1a2 k1a3

k2a1 k2a2 k2a3

 E evolyutsion algebrani B tabiiy bazisga nisbatan strukturaviy konstantalari

Biz tabiiy bazisni B′ = {e′1, e′2, e′3} quyidagicha almashtiramiz:
e′1 = e2

1 = a1e1 + a2e2 + a3e3

e′2 = A1e1 +A2e2 +A3e3

e′3 = B1e1 +B2e2 +B3e3

|PB′B |=

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

A1 A2 A3

B1 B2 B3

∣∣∣∣∣∣ 6= 0. Natijani hisoblasak,

e′1 · e′2 = 0, e′1 · e′3 = 0, e′2 · e′3 = 0 ekanligidan
a1A1 + a2A2k1 + a3A3k2 = 0

a1B1 + a2B2k1 + a3B3k2 = 0

A1B1 +A2B2k1 +A3B3k2 = 0

(1) ifodaga ega bo‘lamiz. Natijani ko‘rib chiqsak,

e′1 · e′1 = (a2
1 + a2

2k1 + a2
3k2)e′1

e′2 · e′2 = (A2
1 +A2

2k1 +A2
3k2)e′1

e′3 · e′3 = (B2
1 +B2

2k1 +B2
3k2)e′1

1-hol. a1 6= 0

e1 · e1 = e1 + a2e2 + a3e3{
A1 = −(a2A2k1 + a3A3k2)

B1 = −(a2B2k1 + a3B3k2)
(2)

1.1-hol. k1 = k2 = 0 bo‘lsin. U holda e′1 · e′1 = e′1, e′2 · e′2 = A2
1e
′
1, e′3 · e′3 = B2

1e
′
1 (2) ifodadan

A1 = 0, B1 = 0 bundan e1 · e1 = e1 bizga E1 algebrani beradi.
1.2-hol. k1 6= 0, k2 = 0 bo‘lsin. U holda

e′1 · e′1 = (1 + a2
2)e′1, e′2 · e′2 = (A2

1 +A2
2)e′1, e′3 · e′3 = (B2

1 +B2
2)e′1 (2) ifodadan A1 = −a2A2, B1 = −a2B2.

Bundan
e′2 · e′2 = (a2

2A
2
2 +A2

2)e′1 = A2
2(1 + a2

2)e′1,
e′3 · e′3 = (a2

2B
2
2 +B2

2)e′1 = B2
2(1 + a2

2)e′1
1.2.1-hol. 1 + a2

2 6= 0. Aks holda Abel algebra, bundan a2 = 0 bo‘ladi.
e′1 · e′1 = e′1, e′2 · e′2 = A2

2e
′
1, e′3 · e′3 = B2

2e
′
1, (2) ifodadan A1 = 0, B1 = 0; (1) ifodadan A2B2 = 0, u

holda A2 = 1, B2 = 0 bo‘lganda bajariladi. Bizga e1 · e1 = e1, e2 · e2 = e1 ya’ni E2 algebrani beradi.
1.3-hol. k1 6= 0, k2 6= 0 bo‘lsin. U holda biz quyidagi natijalarga ega bo‘lamiz.

e′1 · e′1 = (1 + a2
2 + a2

3)e′1, e′2 · e′2 = (A2
1 +A2

2 +A2
3)e′1, e′3 · e′3 = (B2

1 +B2
2 +B2

3)e′1

(3.2.1.2) ifodadan

{
A1 = −(a2A2 + a3A3)

B1 = −(a2B2 + a3B3)
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1.3.1-hol. a2 = 0, a3 = 0. U holda A1 = 0, B1 = 0 (1) ifodadan

{
A2B2 +A3B3 = 0

A2B3 −A3B2 6= 0
bundan

A2 = 0, A3 = 1; B2 = 1, B3 = 0 bo‘lganda o‘rinli. Bizga e1 · e1 = e1, e2 · e2 = e1, e3 · e3 = e1 ya’ni E3

algebrani beradi.
2-hol. a1 = 0 bo‘lsin. U holda
e1 · e1 = a2e2 + a3e3

e2 · e2 = k1(a2e2 + a3e3)

e3 · e3 = k2(a2e2 + a3e3)
a2 6= 0 dan tabiiy bazisni quyidagicha almashtiramiz.
B′ = {e1, a2e2 + a3e3, e3}, e′1 = e1, e′2 = a2e2 + a3e3, e′3 = e3

|PB′B |=

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 a2 a3

0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = a2 6= 0. Natijani hisoblasak,

e′2e
′
3 = a3e

2
3 = a3k2e

′
2 = 0 tenglikdan a3k2 = 0 (3) ifodaga ega bo‘lamiz.

e′1e
′
1 = e1e1 = e′2

e′2e
′
2 = (e2 + a3e3)(e2 + a3e3) = e2e2 + a2

3e3e3 = (k1 + a2
3k2)e′2

e′3e
′
3 = e3e3 = k2e

′
2

2.1.1-hol. k1 = 0, k2 = 0 bo‘lsin. U holda
e′1e
′
1 = e′2, e′2e

′
2 = e′3e

′
3 = 0 ⇒ e1 · e1 = e2 bizga E4 algebrani beradi.

2.1.2-hol. k1 = 0, k2 = 1 bo‘lsin. u holda
e′1e
′
1 = e′2

e′2e
′
2 = a2

3e
′
2

e′3e
′
3 = e′2

(3) ifodadan a3 = 0 ekanligidan bizga e1 · e1 = e2, e3 · e3 = e2 ya’ni E5 algebrani beradi.
2.1.3-hol. k1 = 1, k2 = 0 bo‘lsin. u holda
e′1e
′
1 = e′2

e′2e
′
2 = (1 + a2

3 · 0)e′2 = e′2
e′3e
′
3 = 0

Bundan bizga e1 · e1 = e2, e2 · e2 = e2, E6
∼= E2 algebrani beradi.

2.1.4-hol. k1 = 1, k2 = 1 bo‘lsin. u holda
e′1e
′
1 = e′2

e′2e
′
2 = (1 + a2

3)e′2
e′3e
′
3 = e′2

(3) ifodadan a3 = 0 ekanligidan bizga e1 · e1 = e2, e2 · e2 = e2 e3 · e3 = e2 ya’ni E7
∼= E3 izomorf bo‘lgan

algebrani beradi.
2.2-hol. a3 6= 0 bo‘lsin. Tabiiy bazisni quyidagicha almashtiramiz.

B − {e1, e2, a2e2 + a3e3}, e′1 = e1, e′2 = e2 e′3 = a2e2 + a3e3

|PB”B |=

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 a2 a3

∣∣∣∣∣∣ = a3 6= 0. Natijani hisoblasak,

e′2e
′
3 = a3e

2
3 = a2k1e

′
3 = 0 tenglikdan a2k1 = 0 (4) ifodaga ega bo‘lamiz.

e′1e
′
1 = e1e1 = a2e2 + a3e3 = e′3

e′2e
′
2 = e2e2 = k1e

′
3

e′3e
′
3 = (a2e2 + a3e3)(a2e2 + a3e3) = (k1a

2
2 + a2

3k2)e′3 = (k1a
2
2 + k2)e′3

2.2.1-hol. k1 = 0, k2 = 0 bo‘lsin. U holda
e′1e
′
1 = e′3, e′2e

′
2 = e′3e

′
3 = 0. Bizga e1 · e1 = e3 ya’ni E8

∼= E4 izomorf bo‘lgan algebrani beradi.
2.2.2-hol. k1 = 0, k2 = 1 bo‘lsin. u holda
e′1e
′
1 = e′3
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e′2e
′
2 = 0

e′3e
′
3 = e′3

Bizga e1 · e1 = e3, e3 · e3 = e3 ya’ni E9 algebrani beradi.
2.2.3-hol. k1 = 1, k2 = 0 bo‘lsin. u holda
e′1e
′
1 = e′3

e′2e
′
2 = e′3

e′3e
′
3 = a2

2e
′
3

(4) ifodadan a2 = 0 ekanligidan bizga e1 ·e1 = e3, e2 ·e2 = e3 ya’ni E10
∼= E5 izomorf bo‘lgan algebrani beradi.

2.2.4-hol. k1 = 1, k2 = 1 bo‘lsin. u holda
e′1e
′
1 = e′3

e′2e
′
2 = e′3

e′3e
′
3 = (a2

2 + 1)e′3
(4) ifodadan a2 = 0 ekanligidan bizga e1 · e1 = e3, e2 · e2 = e3 e3 · e3 = e3 ya’ni E11

∼= E3 izomorf bo‘lgan
algebrani beradi. Teorema isbotlandi.

Teorema 3. Z2 maydonda uch o‘lchamli E evolyutsion algebralar dimE2 = 2 bo‘lganda quyidagi o‘zaro
izomorf bo‘lmagan algebralarning biri bilan izomorfdir.

• E1 : e2 · e2 = e2; e3 · e3 = e1

• E2 : e2 · e2 = e1 + e2; e3 · e3 = e1

• E3 : e1 · e1 = e1; e2 · e2 = e2; e3 · e3 = e1

• E4 : e1 · e1 = e1; e2 · e2 = e1 + e2; e3 · e3 = e1

• E5 : e1 · e1 = e2; e2 · e2 = e2; e3 · e3 = e1

• E6 : e1 · e1 = e2; e2 · e2 = e1; e3 · e3 = e1

• E7 : e1 · e1 = e2; e2 · e2 = e1 + e2; e3 · e3 = e1

• E8 : e1 · e1 = e2; e3 · e3 = e1

• E9 : e1 · e1 = e1 + e2; e2 · e2 = e2; e3 · e3 = e1

• E10 : e1 · e1 = e1 + e2; e2 · e2 = e1; e3 · e3 = e1

• E11 : e1 · e1 = e1 + e2; e2 · e2 = e1 + e2; e3 · e3 = e1

• E12 : e1 · e1 = e1 + e2; e3 · e3 = e1

• E13 : e1 · e1 = e2; e2 · e2 = e1 + e2; e3 · e3 = e1 + e2

• E14 : e1 · e1 = e1; e2 · e2 = e1 + e2; e3 · e3 = e1 + e2

• E15 : e1 · e1 = e1; e2 · e2 = e1; e3 · e3 = e1 + e2

• E16 : e1 · e1 = e2; e2 · e2 = e1; e3 · e3 = e1 + e2

• E17 : e1 · e1 = e1; e3 · e3 = e1 + e2

• E18 : e1 · e1 = e2; e3 · e3 = e1 + e2

Isbot. dimE2 = 2 da E2 =< e1, e2 >, E2 =< e1, e3 >, E2 =< e2, e3 > ni qaraymiz.
Z2 maydonda αi + αi = 0, α2

i = αi ekanligini eslatib o‘tamiz.
Uch o‘lchamli evolyutsion algebra uchun ko‘paytmaning umumiy ko‘rinishi

e1 · e1 = a1e1 + a2e2 + a3e3

e2 · e2 = b1e1 + b2e2 + b3e3
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e3 · e3 = c1e1 + c2e2 + c3e3

ma’lumki, e1 · e2 = e1 · e3 = e2 · e3 = 0

Bu yerda B = {e1, e2, e3}- tabiiy bazis, ai, bi, ci ∈ Z2

Bizda dimE2 = 2 bo‘lganligi sababli,
e1 · e1 = α1e1 + α2e2

e2 · e2 = β1e1 + β2e2

e3 · e3 = γ1e1 + γ2e2 =⇒ γ1 6= 0, γ1 = 0 bittasi noldan farqli bo‘lishi kerak, aks holda 2-o‘lchamli
evolyutsion algebra hosil bo‘ladi.

1-hol. γ1 = 1, γ2 = 0 bo‘lsin. u holda e3 · e3 = e1.
Tabiiy bazisni quyidagicha almashtiramiz.
e′3 = A1e1 +A2e2 + e3

e′2 = B1e1 +B2e2

e′1 = e′3e
′
3 = (A1e1 + A2e

′
2 + e3)(A1e1 + A2e

′
2 + e3) = A1(α1e1 + α2e2) + A2(β1e1 + β2e2) + e1 =

(1 +A1α1 +A2β1)e1 + (A1α2 +A2β2)e2

|PB′B |=

∣∣∣∣∣∣
(1 +A1α1 +A2β1) (A1α2 +A2β2) 0

B1 B2 0
A1 A2 1

∣∣∣∣∣∣ 6= 0 ⇒∣∣∣∣(1 +A1α1 +A2β1) (A1α2 +A2β2)
B1 B2

∣∣∣∣ 6= 0 ⇒

B2(1 +A1α1 +A2β1) 6= B1(A1α2 +A2β2) (5) ifodaga ega bo‘lamiz.
e′1e
′
2 = e′1e

′
3 = e′2e

′
3 = 0 ekanligidan

B1α1(1 +A1α1 +A2β1) +B2β1(A1α2 +A2β2) = 0

B1α2(1 +A1α1 +A2β1) +B2β2(A1α2 +A2β2) = 0

A1α1(1 +A1α1 +A2β1) +A2β1(A1α2 +A2β2) = 0

A1α2(1 +A1α1 +A2β1) +A2β2(A1α2 +A2β2) = 0

A1B1α1 +A2B2β1 = 0

A1B1α2 +A2B2β1 = 0

(6) ifodaga ega bo‘lamiz. Natijani

ko‘rib chiqsak,
e′1e
′
1 = (α1(1 +A1α1 +A2β1) + β1(A1α2 +A2β2))e1 + (α2(1 +A1α1 +A2β1) + β2(A1α2 +A2β2))e2

e′2e
′
2 = (B1α1 +B2β1)e1 + (B1α2 +B2β2)e2

e′3e
′
3 = e′1 = (1 +A1α1 +A2β1)e1 + (A1α2 +A2β2)e2

1.1-hol. B2(1 +A1α1 +A2β1) 6= B1(A1α2 +A2β2) (5) ifodadan
B1(A1α2 +A2β2) = 0 bo‘lsin. Bundan B2(1 +A1α1 +A2β1) = 1 ⇒
B2 = 1, (1 +A1α1 +A2β1) = 1

1.1.1-hol. B1 = 0, (A1α2 +A2β2) = 1 bo‘lsin.

(6) ifodadan



β1 = 0

β2 = 0

A1α1 = A2β1

A1α2 = A2β2 ⇒ ziddiyat (A1α2 +A2β2) = 0

A2β1 = 0

A2β2 = 0

sistema bajarilmaydi.

1.1.2-hol. B1 = 1, (A1α2 +A2β2) = 0 bo‘lsin.
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(6) ifodadan



α1 = 0

α2 = 0

A1α1 = 0

A1α2 = 0

A1α1 = A2β1 = 0

A1α2 = A2β2 = 0

e′1e
′
1 = 0, e′2e

′
2 = β1e1 + β2e2, e′3e

′
3 = e1 ko‘paytmani hosil qilamiz.

Agar β1 = 0, β2 = 1⇒ e2e2 = e2 e3e3 = e1 E1 algebrani beradi;
Agar β1 = 1, β2 = 0⇒ e2e2 = e1 e3e3 = e1 E2 algebrani beradi;
Agar β1 = 1, β2 = 1⇒ e2e2 = e1 + e2 e3e3 = e1 E3 algebrani beradi;
Agar β1 = 0, β2 = 0⇒ e2e2 = 0 e3e3 = e1 E4 algebrani beradi.

1.1.3-hol. B1 = 0, (A1α2 +A2β2) = 0 bo‘lsin.

(6) ifodadan



0 = 0

0 = 0

A1α1 = 0

A1α2 = 0

A2β1 = 0

A2β2 = 0

ekanligidan

e′1e
′
1 = α1e1, e′2e

′
2 = β1e1+β2e2, e′3e

′
3 = e1 ni hosil qilamiz. Bunda (α1;α2) 6= 0 aks holda 1.1.2-holga

kelamiz va bundan quyidagi holatlar hosil boladi.
1.1.3.1-hol. α1 = 1, α2 = 0 bo‘lsin. Bundan

e1e1 = e1, e2e2 = e2, e3e3 = e1 E5 algebrani beradi;
e1e1 = e1, e2e2 = e1, e3e3 = e1 E6 algebrani beradi;
e1e1 = e1, e2e2 = e1 + e2, e3e3 = e1 E7 algebrani beradi;
e1e1 = e1, e2e2 = 0, e3e3 = e1 E8 algebrani beradi.

1.1.3.2-hol. α1 = 0, α2 = 1 bo‘lsin. Bundan
e1e1 = e2, e2e2 = e2, e3e3 = e1 E9 algebrani beradi;
e1e1 = e2, e2e2 = e1, e3e3 = e1 E10 algebrani beradi;
e1e1 = e2, e2e2 = e1 + e2, e3e3 = e1 E11 algebrani beradi;
e1e1 = e2, e2e2 = 0, e3e3 = e1 E12 algebrani beradi.

1.1.3.3-hol. α1 = 1, α2 = 1 bo‘lsin. Bundan
e1e1 = e1 + e2, e2e2 = e2, e3e3 = e1 E13 algebrani beradi;
e1e1 = e1 + e2, e2e2 = e1, e3e3 = e1 E14 algebrani beradi;
e1e1 = e1 + e2, e2e2 = e1 + e2, e3e3 = e1 E15 algebrani beradi;
e1e1 = e1 + e2, e2e2 = 0, e3e3 = e1 E16 algebrani beradi.

1.2-hol. B2(1 +A1α1 +A2β1) 6= B1(A1α2 +A2β2) (5) ifodadan
B2(1 +A1α1 +A2β1) = 0 bo‘lsin. Bundan B1(A1α2 +A2β2) = 1 ⇒
B1 = 1, (A1α2 +A2β2) = 1 kelib chiqadi.
Ushbu holatdan bolishi mumkin bo‘lgan holatlarni hisobga olib, (6) sistemaga qo‘yganimizda biz ziddiyatga ega
bo‘lamiz ya’ni sistema birgalikda emas.

2-hol. γ1 = 0, γ2 = 1 bo‘lsin. u holda e3 · e3 = e2.
Tabiiy B′ = {e′1, e′2, e′3} bazisni quyidagicha almashtiramiz.
e′3 = A1e1 +A2e2 + e3

e′1 = C1e1 + C2e2

e′2 = e′3e
′
3 = (A1e1 + A2e2 + e3)(A1e1 + A2e2 + e3) = A1(α1e1 + α2e2) + A2(β1e1 + β2e2) + e2 =

(A1α1 +A2β1)e1 + (1 +A1α2 +A2β2)e2

|PB′B |=

∣∣∣∣∣∣
C1 C2 0

(A1α1 +A2β1) (1 +A1α2 +A2β2) 0
A1 A2 1

∣∣∣∣∣∣ 6= 0 ⇒
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∣∣∣∣ C1 C2

(A1α1 +A2β1) (1 +A1α2 +A2β2)

∣∣∣∣ 6= 0 ⇒

C1(1 +A1α2 +A2β2) 6= C2(A1α1 +A2β1) (7) ifodaga ega bo‘lamiz.
e′1e
′
2 = e′1e

′
3 = e′2e

′
3 = 0 ekanligidan

C1α1(A1α1 +A2β1) + C2β1(1 +A1α2 +A2β2) = 0

C1α2(A1α1 +A2β1) + C2β2(1 +A1α2 +A2β2) = 0

A1α1(A1α1 +A2β1) +A2β1(1 +A1α2 +A2β2) = 0

A1α2(A1α1 +A2β1) +A2β2(1 +A1α2 +A2β2) = 0

C1A1α1 + C2A2β1 = 0

C1A1α2 + C2A2β1 = 0

(8) sistemaga ega bo‘lamiz. Natijani

ko‘rib chiqsak,
e′1e
′
1 = (C1α1 + C2β1)e1 + (C1α2 + C2β2)e2

e′2e
′
2 = (α1(A1α1 +A2β1) + β1(1 +A1α2 +A2β2))e1 + (α2(A1α1 +A2β1) + β2(1 +A1α2 +A2β2))e2

e′3e
′
3 = e′2 = (A1α1 +A2β1)e1 + (1 +A1α2 +A2β2)e2

2.1-hol. C1(1 +A1α2 +A2β2) 6= C2(A1α1 +A2β1) (7) ifodadan
C2(A1α1 +A2β1) = 0 bo‘lsin. U holda C1(1 +A1α2 +A2β2) = 1 ⇒
C1 = 1, (1 +A1α2 +A2β2) = 1

2.1.1-hol. C2 = 0, (A1α1 +A2β1) = 1 bo‘lsin.

(8) sistemadan



α1 = 0

α2 = 0

A1α1 = A2β1 = 0⇒ ziddiyat(A1α1 +A2β1) = 0

A1α2 = A2β2 = 0

A1α1 = 0

A2α2 = 0

sistema bajarilmaydi.

2.1.2-hol. C2 = 1, (A1α1 +A2β1) = 0 bo‘lsin.

(8) sistemadan



β1 = 0

β2 = 0A2β1 = 0

A2β2 = 0

A1α1 = A2β1

A1α2 = A2β2

e′1e
′
1 = α1e1 + α2e2, e′2e

′
2 = 0, e′3e

′
3 = e2 ko‘paytmani hosil qilamiz.

Agar α1 = 0, α2 = 1⇒ e1e1 = e2 e3e3 = e2 E17
∼= E2 algebrani beradi;

Agar α1 = 1, α2 = 0⇒ e1e1 = e1 e3e3 = e2 E18
∼= E1 algebrani beradi;

Agar α1 = 1, α2 = 1⇒ e1e1 = e1 + e2 e3e3 = e2 E19
∼= E3 algebrani beradi;

Agar α1 = 0, α2 = 0⇒ e1e1 = 0 e3e3 = e2 E20 algebrani beradi;
2.1.3-hol. C2 = 0, (A1α1 +A2β1) = 0 bo‘lsin.

(8) sistemadan



0 = 0

0 = 0

A2β1 = 0

A2β2 = 0

A1α1 = 0

A1α2 = 0

ekanligidan

e′1e
′
1 = α1e1 + α2e2, e′2e

′
2 = β1e1 + β2e2, e′3e

′
3 = e2 ni hosil qilamiz. Bunda (β1;β2) 6= 0 aks holda

2.1.2-holga kelamiz va bundan quyidagi holatlar hosil bo‘ladi.
2.1.3.1-hol. β1 = 1, β2 = 0 bo‘lsin. U holda

e1e1 = e2, e2e2 = e1, e3e3 = e2 E21
∼= E10 algebrani beradi;

e1e1 = e1, e2e2 = e1, e3e3 = e2 E22
∼= E9 algebrani beradi;
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e1e1 = e1 + e2, e2e2 = e1, e3e3 = e2 E23
∼= E11 algebrani beradi;

e1e1 = 0, e2e2 = e1, e3e3 = e2 E24
∼= E12algebrani beradi.

2.1.3.2-hol. β1 = 0, β2 = 1 bo‘lsin. U holda
e1e1 = e2, e2e2 = e2, e3e3 = e2 E25

∼= E6 algebrani beradi;
e1e1 = e1, e2e2 = e2, e3e3 = e2 E26

∼= E5 algebrani beradi;
e1e1 = e1 + e2, e2e2 = e2, e3e3 = e2 E27

∼= E7 algebrani beradi;
e1e1 = 0, e2e2 = e2, e3e3 = e2 E28

∼= E8 algebrani beradi.
2.1.3.3-hol. β1 = 1, β2 = 1 bo‘lsin. u holda

e1e1 = e2, e2e2 = e1 + e2, e3e3 = e2 E29
∼= E14 algebrani beradi;

e1e1 = e1, e2e2 = e1 + e2, e3e3 = e2 E30
∼= E13 algebrani beradi;

e1e1 = e1 + e2, e2e2 = e1 + e2, e3e3 = e2 E31
∼= E15 algebrani beradi;

e1e1 = 0, e2e2 = e1 + e2, e3e3 = e2 E32
∼= E16algebrani beradi.

2.2-hol. C1(1 +A1α2 +A2β2) 6= C2(A1α1 +A2β1) (7) ifodadan
C1(1 +A1α2 +A2β2) = 0 bo‘lsin. U holda C2(A1α1 +A2β1) = 1 ⇒
C1 = 1, (A1α1 +A2β1) = 1 kelib chiqadi.
Ushbu holatdan bolishi mumkin bo‘lgan holatlarni hisobga olib, (8) sistemaga qo‘yganimizda biz ziddiyatga ega
bo‘lamiz ya’ni sistema birgalikda emas.

3-hol. γ1 = 1, γ2 = 1 bo‘lsin. u holda e3 · e3 = e1 + e2.
Tabiiy B′ = {e′1, e′2, e′3} bazisni quyidagicha almashtiramiz.
e′3 = A1e1 +A2e2 + e3

e′2 = B1e1 +B2e2

e′1 = (1 +B1 +A1α1 +A2β1)e1 + (1 +B2 +A1α2 +A2β2)e2

bu yerda (e′3e
′
3 = e′1 + e′2 ⇒ e′1 = e′3e

′
3 − e′2)

|PB′B |=

∣∣∣∣∣∣
(1 +B1 +A1α1 +A2β1) (1 +B2 +A1α2 +A2β2) 0

B1 B2 0
A1 A2 1

∣∣∣∣∣∣ 6= 0 ⇒∣∣∣∣(1 +B1 +A1α1 +A2β1) (1 +B2 +A1α2 +A2β2)
B1 B2

∣∣∣∣ 6= 0 ⇒

B2(1 +B1 +A1α1 +A2β1) 6= B1(1 +B2 +A1α2 +A2β2) (9) ifodaga ega bo‘lamiz.
e′1e
′
2 = e′1e

′
3 = e′2e

′
3 = 0 ekanligidan

B1α1(1 +B1 +A1α1 +A2β1) = B2β1(1 +B2 +A1α2 +A2β2)

B1α2(1 +B1 +A1α1 +A2β1) = B2β2(1 +B2 +A1α2 +A2β2)

A1α1(1 +B1 +A1α1 +A2β1) = A2β1(1 +B2 +A1α2 +A2β2)

A1α2(1 +B1 +A1α1 +A2β1) = A2β2(1 +B2 +A1α2 +A2β2)

A1B1α1 = A2B2β1

A1B1α2 = A2B2β2

(10) sistemaga ega bo‘lamiz.

Natijani ko‘rib chiqsak,
e′1e
′
1 = ((α1(1 +B1 +A1α1 +A2β1) +β1(1 +B2 +A1α2 +A2β2))e1 + (α2(1 +B1 +A1α1 +A2β1) +β2(1 +

B2 +A1α2 +A2β2))e2

e′2e
′
2 = (B1α1 +B2β1)e1 + (B1α2 +B2β2)e2

e′3e
′
3 = e′1 + e′2 = (1 +A1α1 +A2β1)e1 + (1 +A1α2 +A2β2)e2

3.1-hol. B2(1 + B1 + A1α1 + A2β1) 6= B1(1 + B2 + A1α2 + A2β2) (9) ifodadan B1(1 + B2 +
A1α2 +A2β2) = 0 bo‘lsin. U holda B2(1 +B1 +A1α1 +A2β1) = 1 ⇒ B2 = 1, (1 +B1 +A1α1 +A2β1) = 1

3.1.1-hol. B1 = 0, (1 +B2 +A1α2 +A2β2) = 1 bo‘lsin.
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(10) sistemadan



β1 = 0

β2 = 0

A1α1 = A2β1

A1α2 = A2β2

A2β1 = 0

A2β2 = 0

ziddiyat hosil bo‘ladi. Sistema bajarilmaydi.

3.1.2-hol. B1 = 1, (1 +B2 +A1α2 +A2β2) = 0 ⇒ (A1α2 +A2β2) = 0 bo‘lsin.

(10) sistemadan



α1 = 0

α2 = 0

A1α1 = 0

A2α2 = 0

A1α1 = A2β1 = 0⇒ ziddiyat(A1α1 +A2β1) = 0

A1α2 = A2β2 = 0

sistema bajarilmaydi.

3.1.3-hol. B1 = 0, (1 +B2 +A1α2 +A2β2) = 0 ⇒ (A1α2 +A2β2) = 0 bo‘lsin.

(10) sistemadan



0 = 0

0 = 0

A1α1 = 0

A1α2 = 0

A2β1 = 0

A2β2 = 0

ekanligidan

e′1e
′
1 = α1e1 +α2e2, e′2e

′
2 = β1e1 +β2e2, e′3e

′
3 = e1 + e2 ko‘paytmani hosil qilamiz. MB=

(
α1 α2

β1 β2

)
E

evolyutsion algebrani B′ tabiiy bazisga nisbatan strukturaviy konstantalari uchun αi, βi larni Z2 maydondan
tanlasak, quyidagicha 16 ta evolyutsion algebralar hosil bo‘ladi.

e1 · e1 = e2; e2 · e2 = e1 + e2; e3 · e3 = e1 + e2 E33

e1 · e1 = e1 + e2; e2 · e2 = e1 + e2; e3 · e3 = e1 + e2 E34

e1 · e1 = e1; e2 · e2 = e1 + e2; e3 · e3 = e1 + e2 E35

e1 · e1 = e1 + e2; e2 · e2 = e2; e3 · e3 = e1 + e2 E36
∼= E35

e1 · e1 = e1 + e2; e2 · e2 = e1; e3 · e3 = e1 + e2 E37
∼= E33

e1 · e1 = e1 + e2; e2 · e2 = 0; e3 · e3 = e1 + e2 E38

e1 · e1 = e1; e2 · e2 = e1; e3 · e3 = e1 + e2 E39

e1 · e1 = e2; e2 · e2 = e2; e3 · e3 = e1 + e2 E40
∼= E39

e1 · e1 = 0; e2 · e2 = e1 + e2; e3 · e3 = e1 + e2 E41
∼= E38

e1 · e1 = e2; e2 · e2 = e1; e3 · e3 = e1 + e2 E42

e1 · e1 = e1; e2 · e2 = e2; e3 · e3 = e1 + e2 E43
∼= E42

e1 · e1 = e1; e2 · e2 = 0; e3 · e3 = e1 + e2 E44

e1 · e1 = 0; e2 · e2 = e2; e3 · e3 = e1 + e2 E45
∼= E44

e1 · e1 = e2; e2 · e2 = 0; e3 · e3 = e1 + e2 E46

e1 · e1 = 0; e2 · e2 = e1; e3 · e3 = e1 + e2 E47
∼= E45

e1 · e1 = 0; e2 · e2 = 0; e3 · e3 = e1 + e2 E48

3.2-hol. B2(1 + B1 + A1α1 + A2β1) 6= B1(1 + B2 + A1α2 + A2β2) (9) ifodadan B2(1 + B1 +
A1α1 +A2β1) = 0 bo‘lsin. U holda B1(1 +B2 +A1α2 +A2β2) = 1 ⇒
B1 = 1, (1 +B2 +A1α2 +A2β2) = 1
Ushbu holatni ko‘rib chiqqanimizda 3.1-holatda hosil bo‘lgan evolyutsion algebralarga izomorf evolyutsion
algebralar paydo bo‘ldi. Teorema isbotlandi.

Teorema 4. Z2 maydonda uch o‘lchamli E evolyutsion algebralar dimE2 = 3 bo‘lganda quyidagi o‘zaro
izomorf bo‘lmagan algebralarning biri bilan izomorfdir.
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• E1 : e1 · e1 = e1; e2 · e2 = e1 + e2; e3 · e3 = e3

• E2 : e1 · e1 = e1; e2 · e2 = e1 + e2; e3 · e3 = e2 + e3

• E3 : e1 · e1 = e1; e2 · e2 = e1 + e2; e3 · e3 = e1 + e3

• E4 : e1 · e1 = e1; e2 · e2 = e1 + e2; e3 · e3 = e1 + e2 + e3

• E5 : e1 · e1 = e1; e2 · e2 = e3; e3 · e3 = e2

• E6 : e1 · e1 = e1; e2 · e2 = e3; e3 · e3 = e2 + e3

• E7 : e1 · e1 = e1; e2 · e2 = e3; e3 · e3 = e1 + e2

• E8 : e1 · e1 = e1; e2 · e2 = e3; e3 · e3 = e1 + e2 + e3

• E9 : e1 · e1 = e1; e2 · e2 = e2 + e3; e3 · e3 = e3

• E10 : e1 · e1 = e1; e2 · e2 = e2 + e3; e3 · e3 = e1 + e2

• E11 : e1 · e1 = e1; e2 · e2 = e2; e3 · e3 = e3

• E12 : e1 · e1 = e1; e2 · e2 = e2; e3 · e3 = e1 + e2 + e3

• E13 : e1 · e1 = e1; e2 · e2 = e1 + e3; e3 · e3 = e1 + e2

• E14 : e1 · e1 = e1; e2 · e2 = e1 + e3; e3 · e3 = e1 + e2 + e3

• E15 : e1 · e1 = e1 + e3; e2 · e2 = e1 + e2; e3 · e3 = e1

• E16 : e1 · e1 = e1 + e3; e2 · e2 = e1 + e2; e3 · e3 = e2

• E17 : e1 · e1 = e1 + e3; e2 · e2 = e1; e3 · e3 = e1 + e2

• E18 : e1 · e1 = e1 + e3; e2 · e2 = e1 + e2; e3 · e3 = e1 + e2 + e3

• E19 : e1 · e1 = e1 + e3; e2 · e2 = e1; e3 · e3 = e2

• E20 : e1 · e1 = e1 + e3; e2 · e2 = e1; e3 · e3 = e1 + e2 + e3

• E21 : e1 · e1 = e1 + e3; e2 · e2 = e3; e3 · e3 = e2

• E22 : e1 · e1 = e1 + e3; e2 · e2 = e3; e3 · e3 = e1 + e2

• E23 : e1 · e1 = e1 + e3; e2 · e2 = e3; e3 · e3 = e1 + e2 + e3

• E24 : e1 · e1 = e1 + e3; e2 · e2 = e2 + e3; e3 · e3 = e1

• E25 : e1 · e1 = e1 + e3; e2 · e2 = e2 + e3; e3 · e3 = e1 + e2 + e3

• E26 : e1 · e1 = e1 + e3; e2 · e2 = e1 + e2 + e3; e3 · e3 = e1

• E27 : e1 · e1 = e1 + e3; e2 · e2 = e1 + e2 + e3; e3 · e3 = e1 + e2

• E28 : e1 · e1 = e1 + e2 + e3; e2 · e2 = e1 + e3; e3 · e3 = e1

• E29 : e1 · e1 = e1 + e2 + e3; e2 · e2 = e1 + e3; e3 · e3 = e1 + e2

• E30 : e1 · e1 = e1 + e2 + e3; e2 · e2 = e1; e3 · e3 = e2

• E31 : e1 · e1 = e1 + e2 + e3; e2 · e2 = e3; e3 · e3 = e2

• E32 : e1 · e1 = e3; e2 · e2 = e1 + e3; e3 · e3 = e1 + e2

• E33 : e1 · e1 = e3; e2 · e2 = e1; e3 · e3 = e1 + e2
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• E34 : e1 · e1 = e3; e2 · e2 = e1 + e3; e3 · e3 = e2

• E35 : e1 · e1 = e3; e2 · e2 = e1; e3 · e3 = e2

• E36 : e1 · e1 = e2 + e3; e2 · e2 = e1; e3 · e3 = e2

• E37 : e1 · e1 = e2 + e3; e2 · e2 = e1 + e3; e3 · e3 = e2

• E38 : e1 · e1 = e2 + e3; e2 · e2 = e1; e3 · e3 = e1 + e2

Isbot. dimE2 = 3 bo‘lganda E2 =< e1, e2, e3 > ni qaraymiz.
Z2 maydonda αi + αi = 0, α2

i = αi ekanligini eslatib o‘tamiz.
Uch o‘lchamli evolyutsion algebra uchun ko‘paytmaning umumiy ko‘rinishi

e1 · e1 = a1e1 + a2e2 + a3e3

e2 · e2 = b1e1 + b2e2 + b3e3

e3 · e3 = c1e1 + c2e2 + c3e3

ma’lumki, e1 · e2 = e1 · e3 = e2 · e3 = 0

Bu yerda B = {e1, e2, e3}- tabiiy bazis, ai, bi, ci ∈ Z2

MB=

a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

 E evolyutsion algebrani B tabiiy bazisga nisbatan strukturaviy konstantalari

|PB |=

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ 6= 0. Natijani hisoblaymiz.

1-hol. a1 = b2 = c3 = 0 bo‘lsin.

|PB |=

∣∣∣∣∣∣
0 a2 a3

b1 0 b3
c1 c2 0

∣∣∣∣∣∣ 6= 0. ⇒ a2b3c1 + a3b1c2 6= 0 ⇒ a2b3c1 6= a3b1c2

1.1-hol. a2b3c1 = 0 bo‘lsin. U holda a3b1c2 = 1 ⇒ a3 = b1 = c2 = 1
Agar a2 = 0 bo‘lsa;
b3 = 1, c1 = 1; e1e1 = e3, e2e2 = e1 + e3, e3e3 = e1 + e2 E1 algebrani beradi;
b3 = 0, c1 = 1; e1e1 = e3, e2e2 = e1, e3e3 = e1 + e2 E2 algebrani beradi;
b3 = 1, c1 = 0; e1e1 = e3, e2e2 = e1 + e3, e3e3 = e2 E3 algebrani beradi;
b3 = 0, c1 = 0; e1e1 = e3, e2e2 = e1, e3e3 = e2 E4 algebrani beradi;
Agar a2 = 1 bo‘lsa;
b3 = 0, c1 = 0; e1e1 = e2 + e3, e2e2 = e1, e3e3 = e2 E5 algebrani beradi;
b3 = 1, c1 = 0; e1e1 = e2 + e3, e2e2 = e1 + e3, e3e3 = e2 E6 algebrani beradi;
b3 = 0, c1 = 1; e1e1 = e2 + e3, e2e2 = e1, e3e3 = e1 + e2 E7 algebrani beradi.

1.2-hol. a2b3c1 = 1 bo‘lsin. U holda a3b1c2 = 0 ⇒ a2 = b3 = c1 = 1
Agar a3 = 0 bo‘lsa;
b1 = 1, c2 = 1; e1e1 = e2, e2e2 = e1 + e3, e3e3 = e1 + e2 E8

∼= E7 algebrani beradi;
b1 = 0, c2 = 1; e1e1 = e2, e2e2 = e3, e3e3 = e1 + e2 E9

∼= E2 algebrani beradi;
b1 = 1, c2 = 0; e1e1 = e2, e2e2 = e1 + e3, e3e3 = e1 E10

∼= E5 algebrani beradi;
b1 = 0, c2 = 0; e1e1 = e2, e2e2 = e3, e3e3 = e1 E11

∼= E4 algebrani beradi;
Agar a3 = 1 bo‘lsa;
b1 = 0, c2 = 0; e1e1 = e2 + e3, e2e2 = e3, e3e3 = e1 E12

∼= E3 algebrani beradi;
b1 = 1, c2 = 0; e1e1 = e2 + e3, e2e2 = e1 + e3, e3e3 = e1 E13

∼= E6 algebrani beradi;
b1 = 0, c2 = 1; e1e1 = e2 + e3, e2e2 = e3, e3e3 = e1 + e2 E14

∼= E1 algebrani beradi.
2-hol. a1 = 1 bo‘lsin.

U holda |PB |=

∣∣∣∣∣∣
1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

Ushbu evolyutsion algebraning strukturaviy konstantalarining determinanti noldan farqli bo‘ladigan
holatlarni ko‘rib chiqqanimizda jami 96 ta evolyutsion algebra hosil bo‘ldi. Bunda o‘zaro izomorflarini ajratib
chiqqanimizda 31 ta o‘zaro izomorf bo‘lmagan evolyutsion algebralar hosil bo‘ldi. Teorema isbotlandi.
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Rezyume

At present, one of the important directions in modern algebra is the study of the theory of evolution algebras.
Evolution algebras are connected to various other areas of mathematics, including graph theory, Markov
processes, and dynamical systems. The class of evolution algebras was first introduced by Lyubich in 1992. In
2008, Tian, in his monograph, used the term evolution algebra and presented certain applications and properties
of these algebras. This paper provides a classification of two- and three-dimensional evolution algebras over the
field Z2

Key words: Evolution algebra, natural basis, homomorphism, isomorphism, field, dimension.

Rezyume

На современном этапе одним из актуальных направлений в развитии алгебры является теория эволюци-
онных алгебра. Данный класс алгебра представляет собой относительно новое направление, обладающее
широкой областью применения и тесно связанное с другими разделами математики, такими как теория
графов, марковские процессы и теория динамических систем. Понятие эволюционной алгебры было впер-
вые введено Любичем в 1992 году. Существенный вклад в развитие данной теории внёс Тиан, который
в своей монографии, изданной в 2008 году, систематизировал основные свойства эволюционных алгебр
и продемонстрировал их приложения. Настоящая работа посвящена классификации двух и трёхмерных
эволюционных алгебра над полем Z2

Ключевые слова: Эволюционная алгебра, натуральный базис, гомоморфизм, изоморфизм, поля,
размерность.
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STRONG LAW OF LARGE NUMBERS FOR BANACH SPACE-VALUED RANDOM
FIELDS WITH WEIGHTS
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RESUME

We consider random fields with values in infinite dimensional spaces. We assume that random fields
can be represented as a functional of random fields consisting of independent identically distributed
random variables. For such random fields we prove strong law of large numbers.

Key words: random field, strong law of large numbers, Banach space.

Let
{
Yi, i ∈ Zd

}
be a real-valued random field with d ≥ 2. We assume that

{
Yi, i ∈ Zd

}
can be

represented as
Yi = g(εi−s, s ∈ Zd) i ∈ Zd (1)

where (εj)j∈Zd are iid random variables and g is a measurable function.

We define the dependence measure as follows: let (ε
|
j)j∈Zd be an iid copy of (εj)j∈Zd and consider for any

positive integer n the coupled version Y ∗i of Yi defined by

Y ∗i = g(ε∗i−s, s ∈ Zd), i ∈ Zd,

where for any j in Zd,

ε∗j =

{
εj , j 6= 0

ε
|
0, j = 0

denote
δi,p = ‖Yi − Y ∗i ‖p = (E |Yi − Y ∗i |

p
)

1
p .

In [1] a central limit theorem for
{
Yi, i ∈ Zd

}
was proved under some additional conditions.

Generalizations of such random fields in infinite dimensional Banach spaces were considered in [4]. In [4] the
central limit theorem was proved for random fields with values in some Banach spaces. Strong law of large
numbers for random fields with values in infinite dimensional spaces was proved in [5].

Let
{
ξ(t) , t ∈ Z2

}
be a random field of independent identically distributed random variables with values

in a separable Hilbert space H (with inner product (·, ·) and a norm ‖·‖ =
√

(·, ·)) and let
{
X(t), t ∈ Z2

}
be

a random field with values in H. By {ej , j ≥ 1} we denote an orthonormal basis of H. Thus, we can write

X(t) =

∞∑
j=1

X(j)(t) ej , t ∈ Z2.

Assume that the following representations hold

X(j)(t) = gj(ξ(t− s), s ∈ Z2), j = 1, 2, ... (2)

where gj , j = 1, 2, ... are measurable functions.
Let {ξ|(t), t ∈ Z2} be an independent copy of

{
ξ(t) , t ∈ Z2

}
and

X
(j)

(t) = gj(ξ
∗(t− s), s ∈ Z2)
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where
X

(j)
(t) = gj(ξ

∗(t− s), s ∈ Z2),

ξ∗(j) =

{
ξ(j), if j 6= 0
ξ|(0), if j = 0 .

Denote

δj(t, p) =
(
E
∣∣∣X(j)(t)−X(j)

(t)
∣∣∣p)1/p

,

∆p(j) =
∑
t∈Z2

δj(t, p).

{Gn, n = 1, 2, ...}− is a sequence of finite sets from Z2 such that Gk ⊂ Gk+1, k = 1, 2, ...,

|Gk| = cardGk, f(|Gn|) =
∑
i∈Gn

a2
i , SGn =

∑
i∈Gn

aiXi.

where ai−real numbers.
Random fields with values in c0 (a space of all sequences {x1, x2, ...xn} such that lim

n→∞
xn = 0 with a

norm ‖x‖ = sup
n
|xn| ) and lp(1 ≤ p ≤ 2) (a space of the sequences x = (x(1), x(2), ...) such that

∞∑
i=1

∣∣x(i)
∣∣p <∞

with a norm ‖x‖ =

( ∞∑
i=1

∣∣x(i)
∣∣p)1/p

) can be defined analogously. In these spaces as a basis we take the following

standard basis {ei, i ≥ 1}, e = (0, ..., 0, 1, 0, ...).
We establish the strong law of large numbers for

{
X(t), t ∈ Z2

}
. In [2] the strong laws of large numbers

were proved for mixing random variables with values in Banach spaces. In [3] the strong law of large numbers
were proved for mixing random fields with values in some Banach spaces.

Main results
Now we formulate our results.

Theorem 1. Let
{
Xi, i ∈ Z2

}
be a random field with values in H defined by equation (2). Assume that

the following conditions hold:

1. EXi = 0,
∞∑
j=1

(∆2(j))
2
<∞.

2. There exists an integer valued increasing function ϕ(m) such that

∞∑
m=1

f
(∣∣Gϕ(m)

∣∣)∣∣Gϕ(m)

∣∣2 <∞, (3)

∞∑
m=1

∣∣Gϕ(m+1)\Gϕ(m)

∣∣ (f (∣∣Gϕ(m+1)

∣∣)− f (∣∣Gϕ(m)

∣∣))∣∣Gϕ(m)

∣∣2 <∞. (4)

Then as n→∞

SGn
|Gn|

→ 0 a.s..

Theorem 2. Let
{
Xi, i ∈ Z2

}
be a c0 -space-valued random field defined by equation (2). Assume that

the following conditions hold:

1. EX(t) = 0,
∞∑
j=1

∆2
2(j) <∞.
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2. There exists an integer valued increasing function ϕ(m) such that

∞∑
m=1

f
(∣∣Gϕ(m)

∣∣)∣∣Gϕ(m)

∣∣2 <∞,

∞∑
m=1

∣∣Gϕ(m+1)\Gϕ(m)

∣∣ (f (∣∣Gϕ(m+1)

∣∣)− f (∣∣Gϕ(m)

∣∣))∣∣Gϕ(m)

∣∣2 <∞.

Then as n→∞

SGn
|Gn|

→ 0 a.s..

Theorem 3. Let
{
Xi, i ∈ Z2

}
be a lp(1 ≤ p ≤ 2) space-valued random field defined by equation (2).

Assume that the following conditions hold:

1. EX(t) = 0,
∞∑
j=1

(∆2(j))p/2 <∞, 1 ≤ p ≤ 2.

2. There exists an integer valued increasing function ϕ(m) such that

∞∑
m=1

f
(∣∣Gϕ(m)

∣∣)∣∣Gϕ(m)

∣∣2 <∞,

∞∑
m=1

∣∣Gϕ(m+1)\Gϕ(m)

∣∣ (f (∣∣Gϕ(m+1)

∣∣)− f (∣∣Gϕ(m)

∣∣))∣∣Gϕ(m)

∣∣2 <∞.

Then as n→∞

SGn
|Gn|

→ 0 a.s..

Proof of theorems.
We now present the proof of the above theorems.
In the proof of the above theorems, we use the following theorems from [5].
Theorem 4. Let

{
X(t), t ∈ Z2

}
be a random field with values in H defined by equation (2). Assume

that the following conditions hold:

EX(t) = 0,

∞∑
j=1

(∆2(j))
2
<∞.

Then there is a constant C > 0 such that the following inequality holds:

E ‖SG‖2 ≤ C |G|
∞∑
j=1

(∆2(j))
2
.

Theorem 5. Let
{
X(t), t ∈ Z2

}
be a c0 - space-valued random field defined by (2). Assume that the

following conditions hold:

EX(t) = 0,

∞∑
j=1

∆2
2(j) <∞.

Then there is a constant C > 0 such that the following inequality holds:

E ‖SG‖p ≤ C |G| p/2
∞∑
j=1

∆2
2 (j) .
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Theorem 6. Let
{
X(t), t ∈ Z2

}
be a lp(1 ≤ p ≤ 2) space - valued random field defined by (2). Assume

that the following conditions hold:

EX(t) = 0,

∞∑
j=1

(∆2(j))
p/2

<∞, 1 ≤ p ≤ 2.

Then there is a constant C > 0 for which the following inequality holds:

E ‖SG‖p ≤ C · |G|p/2 ·
∞∑
j=1

(∆2(j))
p/2

, for 1 ≤ p ≤ 2.

Proof of Theorem 1.
Using the inequality from Theorem 4 we obtain:

E

∥∥∥∥∥∑
i∈G

aiXi

∥∥∥∥∥
2

≤ C
∑
i∈G

a2
i

∞∑
j=1

(∆2(j))
2

= Cf (|G|)
∞∑
j=1

(∆2(j))
2
. (5)

Using Chebyshev inequality and (5) we have for any ε > 0

P

(∥∥SGϕ(m)

∥∥∣∣Gϕ(m)

∣∣ > ε

)
≤
E
∥∥SGϕ(m)

∥∥2

ε2
∣∣Gϕ(m)

∣∣2 ≤
C

( ∑
i∈Gϕ(m)

a2
i

) ∑
i∈Gϕ(m)

(∆2(i))
2

ε2
∣∣Gϕ(m)

∣∣2 =
Cf
(∣∣Gϕ(m)

∣∣)
ε2
∣∣Gϕ(m)

∣∣2
It follows from Borel-Cantelli lemma that as m→∞

1∣∣Gϕ(m)

∣∣ ∥∥SGϕ(m)

∥∥→ 0 a.s. (6)

Again using Chebyshev inequality we have

P

 max
ϕ(m)<n≤ϕ(m+1)

∥∥SGn − SGϕ(m)

∥∥∣∣Gϕ(m)

∣∣ > ε

 ≤ E max
ϕ(m)<n≤ϕ(m+1)

∥∥SGn − SGϕ(m)

∥∥2

ε2
∣∣Gϕ(m)

∣∣2 ≤

≤

∣∣Gϕ(m+1) −Gϕ(m)

∣∣ ∑
i∈Gϕ(m+1)\Gϕ(m)

E ‖aiXi‖2

ε2
∣∣Gϕ(m)

∣∣2 ≤

∣∣Gϕ(m+1) −Gϕ(m)

∣∣ ∑
i∈Gϕ(m+1)\Gϕ(m)

a2
iE ‖Xi‖2

ε2
∣∣Gϕ(m)

∣∣2 =

=

∣∣Gϕ(m+1) −Gϕ(m)

∣∣E ‖X1‖2
(
f
(∣∣Gϕ(m+1)

∣∣)− f (∣∣Gϕ(m)

∣∣))
ε2
∣∣Gϕ(m)

∣∣2 .

From (4) and Borel-Cantelli lemma we have as m→∞

max
ϕ(m)<n≤ϕ(m+1)

∥∥SGn − SGϕ(m)

∥∥∣∣Gϕ(m)

∣∣ → 0 a.s. (7)

From (6) and (7) follows the statement of the theorem.
Theorems 2-3 can be proved using the same method and therefore we omit their proofs.
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REZYUME

Cheksiz o‘lchamli fazolarda qiymat qabul qiluvchi tasodifiy maydonlarni ko‘rib chiqamiz. Tasodifiy
maydonlarni bog‘liqsiz bir xil taqsimlangan tasodifiy miqdorlardan tuzilgan tasodifiy maydonlarning
funksionali sifatida yozish mumkin deb faraz qilamiz. Bunday tasodifiy maydonlar uchun biz
kuchaytirilgan katta sonlar qonunini isbotlaymiz.

Kalit so‘zlar: tasodifiy maydon, kuchaytirilgan katta sonlar qonuni, Banax fazosi.

РЕЗЮМЕ

Рассматриваются случайные поля со значениями в бесконечномерных пространствах. Мы пред-
полагаем, что случайные поля могут быть представлены как функционал от случайных полей
состоящих из независимых одинаково распределенных случайных величин. Для таких случай-
ных полей мы доказываем усиленный закон больших чисел.

Ключевые слова: случайное поле, усиленный закон больших чисел, банаховое пространсво.
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RESUME

In this paper we study invariant measure of circle homeomorphisms with break type of singularities.
It is proven that invariant measure of circle homeomorphisms have four break points with trivial
total product of jumps and irrational rotation numbers of bounded type is singular with respect to
Lebegue measure on the circle.

Key words: circle homeomorphism, rotation number, invariant measure, break point.

In the present paper, we study invariant measures of circle homeomorphisms with break type of
singularities.

Let f be an orientation preserving circle homeomorphism. It is well-known that any this kind of
homeomorphism can be written as

f(x) = F (x)(mod 1), x ∈ S1,

where F (x) - continuous, strictly increasing function on R1 satisfying condition

F (x+ 1) = F (x) + 1, x ∈ R.

The function F is called a lift of the homeomorphism f . Let F be the lift with initial condition F (0) ∈ [0, 1) .
We denote by ρf the rotation number of the homeomorphism f (see [1]), that is,

ρf = lim
n→∞

Fn(x)

n
, x ∈ R1.

Henceforth, Fn(x) denotes the nth iteration of the function F . The limit ρf belongs to the interval [0, 1)
and does not depend on the point x . The number ρf is the most important numerical characteristic of the
homeomorphism f . Namely, if the rotation number ρf is irrational, then the homeomorphism f has a unique
probability invariant measure µf . Moreover, there exists a continuous, non-decreasing function ϕ : S1 → S1

such that ϕ ◦ f = fρf ◦ ϕ , where fρf = x + ρf (mod 1) (see [1]). Note that the semi-conjugation ϕ and the
invariant measure µf are connected by the relation ϕ(x) = µf ([0, x]), x ∈ S1. Because of this relation, invariant
measure µf is absolutely continuous with respect to the Lebesgue measure ` if and only if ϕ is given by an
absolutely continuous function.

The fundamental results in the problem of smoothness of the conjugacy were obtained by V.I. Arnold, J.
Moser, M. Herman, J.C. Yoccoz, Ya.G. Sinai and K.M. Khanin, Y. Katznelson and D. Ornstein and others.

We formulate the last two important results in this area.
Theorem 1. (Katznelson-Ornstein,[2]). Let f be an orientation preserving C1− circle diffeomorphism.

If f ′ is absolutely continuous, f
′′

f ′ ∈ Lp for some p > 1 and the rotation number ρ = ρf is of bounded type, then
the invariant measure µf is absolutely continuous with respect to Lebesgue measure.

Theorem 2. (Khanin-Sinai,[3]). Let f be a C2+ε circle diffeomorphism for some ε > 0, and let the
rotation number ρ = ρf be a Diophantine number with exponent δ ∈ (0, ε), i.e., there is a constant c(ρ) such
that
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|ρ− p

q
| ≥ c(ρ)

q2+δ
, for any p, q ∈ Q.

Then the conjugating map ϕ belongs to C1+ε−δ.

One of the important class of circle homeomorphisms are homeomorphisms with break points, or the
class of P -homeomorphisms.

Definition 1. Let f be circle homeomorphisms with the lift F . If at the point xb ∈ S1 there exist
one-sided positive derivatives F ′(xb − 0), F ′(xb + 0) and F ′(xb − 0) 6= F ′(xb + 0), then x = xb is called break
point of the homeomorphism f .

The number σf (xb) = F ′(xb−0)
F ′(xb+0) is called jump ratio or jump of the homeomorphism f at the point

x = xb.
Definition 2. An orientation preserving circle homeomorphism f with the lift F is called P -

homeomorphism, if F satisfies the following conditions:
1) F is differentiable on S1 except at a finite or countable number of break points;
2) there exist constants 0 < c1 < c2 < +∞ such that

c1 < F ′(xb − 0), F ′(xb + 0) < c2, ∀xb ∈ BP (f),

c1 < F ′(x) < c2, ∀x ∈ S1 \ {BP (f)},

where BP (f) - set of all break points of f ;
3) lnF ′ has bounded variation in S1, i.e. v(F ) = varS1 lnF ′ <∞.

The regularity properties of invariant probability measures of circle homeomorphisms with break points
differ from the properties in the case of circle diffeomorphisms. The piecewise-linear (PL) orientation preserving
circle homeomorphisms with two break points are the simplest examples of P -homeomorphisms. The invariant
measures of PL homeomorphisms were studied first by Herman in [4].

Theorem 3. (Herman). A PL circle homeomorphisms with two break points and irrational rotation
number has an invariant measure absolutely continuous with respect to Lebesgue measure if and only if its break
points belong to the same orbit.

General (non PL) circle homeomorphisms with one break point have been studied by Dzhalilov and
Khanin in [5]. The character of their results for such circle maps is quite different from the one for C2+ε-
diffeomorphisms. The main result of [5] is the following:

Theorem 4. Let f be a circle homeomorphisms with a single break point xb. If the rotation number ρf
of f is irrational and f ∈ C2+ε(S1 \ {xb}) for some ε > 0, then the f− invariant probability measure µf is
singular with respect to Lebesgue measure `.

The invariant measures of circle homeomorphisms with two break points of "general type" , that is, which
are not piecewise linear, were studied in [6], [7]. We state the main results of these papers.

Theorem 5. ([6]). Suppose that a circle homeomorphism f with lift F satisfies the following conditions.
1) The rotation number ρf is irrational of "bounded type" , that is, the sequence of elements of the

expansion of ρf into a continued fraction is bounded.
2) f has break points at two points b1, b2 of the circle that do not lie on the same trajectory.
3) The derivative F ′(x) exists on the set S1\{b1, b2} and satisfies Lipschitz conditions on every connected

component of that set.
Then the f−invariant measure µf is singular with respect to Lebesgue measure `.

Circle homeomorphisms with two break points but arbitrary irrational rotation number were studied in
[7].
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Theorem 6 ([7]). Suppose that a circle homeomorphism f with lift F satisfies the following conditions.
1) The rotation number ρf is irrational;
2) f has break points at points b1, b2 and the derivative F ′(x) is absolutely continuous on every connected

component of the set S1 \ {b1, b2};
3) F ′′(x) ∈ L1(S1, d`);
4) The product of the jumps at the break points is non-trivial, that is, σ1 · σ2 6= 1.
Then the f− invariant probability measure µf is singular with respect to Lebesgue measure.

Now we formulate the main result of the paper of A.A. Dzhalilov, D. Mayer, U.A. Safarov [8].
Theorem 7. Suppose that the lift F (x) of circle homeomorphism f with irrational rotation number

satisfies the following conditions:
(1) f has break points b(1), b(2), ..., b(k) ∈ S1 and F ′(x) absolutely continuous function on each connected

component of the set S1 \ {b(i), i = 1, k};
(2)

∫
S1

|F ′′(x)|d` <∞;

(3)
k∏
i=1

σi 6= 1.

Then the f - invariant probability measure µf is singular with respect to Lebesgue measure ` on the circle
S1, i.e. there exists a set A ⊆ S1 such that `(A) = 1 and µf (A) = 0.

In the paper [9] author answered positively a question of whether it is possible for a circle diffeomorphisms
with breaks to be smoothly conjugate to a rigid rotation in the case when its breaks are lying on pairwise
distinct trajectories. An example constructed is a piecewise linear circle homeomorphisms with irrational rotation
numbers of "unbounded type"that has four break points lying on distinct trajectories, and whose invariant
measure is absolyutely continuous w.r.t. the Lebesgue measure.

Now we formulate our main result.
Theorem 8. Let f be a P -homeomorphism with irrational rotation number ρ of "bounded type". Suppose

that
(a) f has four break points b(i), i = 1, 4, lying on pairwise distinct trajectories, with break jumps

σf (b(i)), i = 1, 4, respectively and f ′(x) absolutely continuous function on each connected component of the
set S1 \ {b(i), i = 1, 4};

(b)
∫
S1

|f ′′(x)|d` <∞;

(c) σf (b(1)) 6= σf (b(i)), i = 2, 3, 4;

(d)
4∏
i=1

σf (b(i)) = 1.

Then the f -invariant probability measure µf is singular w.r.t. Lebesgue measure ` on the circle S1.

Sketch of the Proof of the Main Theorem. In this section, we provide a sketch of the proof for the
main theorem, highlighting the critical ideas and techniques involved. While the full details are omitted, this
outline aims to give a clear understanding of the underlying approach and the key steps that lead to the result.
In the first step of the proof, we study cross-ratio of triple of intervals ([z1, z2], [z2, z3], [z3, z4]) and its distortion.
More precisely, we estimate cross-ratio distortion for two cases: (i) interval [z1, z4] does not cover any of break
points, that is, diffeomorphism in the interval [z1, z4]. (ii) interval [z1, z4] covers some of the break points with
either [z1, z2] or [z3, z4]. In the case (i) cross ratio distortion tends to 1 as length of interval [z1, z4] approaches 0.
In the case (ii) cross ratio distortion tends to product of jumps of break points, covered by the interval [z1, z4],
as length of interval [z1, z4] approaches 0.

In the step 2, we establish the existence of subsequence of dynamical partitions of the circle ξn(x0) =

{∆(n)
i (x0), 0 ≤ i < qn−1,∆

(n−1)
i (x0), 0 ≤ j < qn} that trajectories of break points separate at least two groups

with nontrivial product of jumps.
In the step 3, we construct triple of interval ([z1, z2], [z2, z3], [z3, z4]) that iteration of the interval [z1, z4]
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under the fs(x), s = qn ∨ qn−1 covers subset of break points with nontrivial product of jumps either iteration
of fs([z1, z2]) or fs([z3, z4]) such that the break points sufficiently close to trajectory of either z2 or z3.

In the step 4, using the steps above we prove that invariant measure is singular w.r.t Lebegue measure.
Let ϕ(x) = µ([0, x]), x ∈ S1 be conjugacy between f and fρ. Assume the contrary, that is, ϕ(x) is absolutely
continuous homeomorphism. Then ∃x0 ∈ S1 such that ϕ′(x0) > 0. In the small neighbourhood of x0 we
construct triple of intervals satisfying condition of step 3. If we consider cross-ratio distortion of triple of
interval ([z1, z2], [z2, z3], [z3, z4]) w.r.t f (s), s = qn ∨ qn−1, then it differs from 1. On the other side, if we use the
properties of conjugation map it must close to one. This contradiction proves the theorem.

Conclusion. The question of the absolute continuity and singularity of two probability measures is one
of the important problems of modern probability theory. These results confirm that for circle homeomorphisms
with four break points and with an irrational rotation number of bounded type, it is proved that the invariant
probability measure is singular with respect to the Lebesgue measure.
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REZYUME
Ushbu maqolada sinish tipidagi maxsuslikka ega aylana gomeomorfizmlarining invariant o’lchovi
o’rganilgan. Bunda to’rtta sinish nuqtalariga ega bo’lib, sinish kattaliklari ko’paytmasi trivial va
bo’rish soni chegaralangan tipdagi irratsional bo’lgan aylana gomeomorfizmlarining invariant o’lchovi
aylanada Lebeg o’lchoviga nisbatan singulyar bo’lishi isbotlangan.

Kalit so‘zlar: aylana gomeomorfizmi, burish soni, invariant o’lchov, sinish nuqtasi.

РЕЗЮМЕ
В данной работе изучается инвариантная мера гомеоморфизмов окружности с особенностя-
ми типа излома. Доказано, что инвариантная мера гомеоморфизмов окружности с четырьмя
точками излома, при тривиальном общем произведении скачков и иррациональном числом вра-
щения ограниченного типа, является сингулярной относительно меры Лебега на окружности.

Ключевые слова: гомеоморфизм окружности, число вращения, инвариантная мера, точка
излома.
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RESUME
In the paper stable type p Banach spaces are considered. We extend a result known for independent
random variables to the mixing random variables. A sufficient and necessary condition for stable
type p Banach spaces is given.
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It is known that validity of limit theorems in Banach spaces depends on geometrical structure of Banach
spaces (see for instance [1]-[11]). There are several types of Banach spaces. We will consider two types of Banach
spaces.

Namely, we will consider Rademacher type p and a stable type p Banach spaces.
Let B be a separable Banach spaces with a norm ‖ · ‖ and {Xn, n ≥ 1} be a sequence of independent

random variables with values in B. Now we will give a definition of Rademacher type p Banach space.
Definition 1. We say that B is Rademacher type p (1 ≤ p ≤ 2) Banach space if for any finite collection

of B−valued independent random variables X1, X2, ..., Xn with EXi = 0, E ‖Xi‖p <∞ there exists a constant
C = C(p, B) > 0 such that

E

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

Xi

∥∥∥∥∥
p

≤ C
n∑
i=1

E ‖Xi‖p .

Obviously any separable Banach space is Rademacher type 1 space. Lp, lp spaces are Rademacher type
2 Banach spaces for p ≥ 2 and Lp, lp are Rademacher type p spaces if 1 ≤ p ≤ 2. c0 space is not Rademacher
type p space for any p ∈ (1, 2].
By θ we denote a real valued stable random variable with characteristic function

E exp(itθ) = exp (− |t|p)

{θi, i ≥ 1} is a sequence of independent copies of θ.
Now we give a definition of stable type p Banach spaces.
Definition 2. We say that B is a stable type p (0 < p ≤ 2) Banach space if for each q < p there exists a

constant C > 0 such that for all integers n and any x1, x2, ..., xn ∈ B the following inequality holds(
E

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

θixi

∥∥∥∥∥
q)1/q

≤ C

(
n∑
i=1

‖xi‖p
)1/p

.

It is known that B is of stable type p if and only if for all sequences x1, x2, ... of elements of B such that
∞∑
i=1

‖xi‖p <∞ the series
∞∑
i=1

θixi
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converges almost surely, see [4].
If B is of stable type p, then for independent random variables ξ1, ξ2, ..., ξn with characteristic functions

exp (−αi |t|p), i = 1, 2, ..., n and any x1, x2, ..., xn ∈ B the following inequality holds (see [4])(
E

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ξixi

∥∥∥∥∥
q)1/q

≤ C

(
n∑
i=1

αi ‖xi‖p
)1/p

where q < p and C = C(q) > 0.

Some of above results were extended to the case of mixing random variables.
For the sequence {θi, i ≥ 1} mixing coefficients are defined as following

ψ(k) = sup

{
|P (AB)− P (A)P (B)|

P (A)P (B)
: A ∈ Fn1 , B ∈ F∞n+k, n ∈ N, P (A)P (B) > 0

}
where F ba is a σ−field generated by random variables θa, ..., θb.

We say that the sequence {θi, i ≥ 1} is ψ−mixing, if lim
n→∞

ψ(n) = 0.

Denote Sn =
n∑
i=1

Xi.

We will give some of the results for ψ−mixing Banach space-valued random variables from [11].
Theorem 1 ([11]). The following statements are equivalent:

1) B is a stable type p Banach space.
2) For any sequence {xi, i ≥ 1} of elements of B such that

∞∑
i=1

‖xi‖p <∞

and any sequence {θi, i ≥ 1} of ψ−mixing identically distributed p−stable random variables with characteristic
function fθi(t) = exp (− |t|p) and

∞∑
k=1

ψ(k) <∞, ψ(1) < 1

the series
∞∑
i=1

θixi

converges almost surely and in Lq q < p.
3) For any bounded sequence {xn, n ≥ 1} of elements of B and any sequence {rn, n ≥ 1} of ψ−mixing random
variables with

P (rn = ±) =
1

2
, n = 1, 2, ...

∞∑
k=1

ψ(k) <∞

the series
∞∑
n=1

rn
n1/p

xn

converges almost surely.
4) For any bounded sequence {xn, n ≥ 1} of elements of B there exists a choice of εn = ±1 such that the series

∞∑
n=1

εn
n1/p

xn

converges.
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Theorem 2 ([11]). Let B be a stable type p (1 ≤ p ≤ 2) Banach space and {Xi, i ≥ 1} be a sequence
of symmetric, identically distributed ψ−mixing random variables with values in B. Assume that the following
conditions hold

∞∑
k=1

ψ(k) <∞,

lim
n→∞

nP
(
‖X1‖ > n1/p

)
= 0.

Then as n→∞

1

n1/p

n∑
i=1

Xi → 0 in probability.

MAIN RESULT.
Our goal is to give another sufficient and necessary condition for type p stability of Banach spaces. We

will extend Theorem 1 of [7] to the case of mixing Banach space-valued random variables.
Let {Xi, i ≥ 1} be a sequence of ψ−mixing random variables with values in B a separable Banach space

B.
Denote

Λp(X) = sup
t > 0

tpP (‖X‖ > t) .

The following is our main result.
Theorem 3. B is stable type p (0 < p < 2) Banach space if and only if

Λp

(
n∑
i=1

Xi

)
≤ C

n∑
i=1

Λp (Xi) (1)

for all symmetric ψ−mixing B−valued random variables X1, X2, ..., Xn such that

Λp (Xi) <∞, i = 1, n, n ≥ 1

and
∞∑
k=1

ψ(k) <∞.

Proof of Theorem 3.
Necessity follows from Theorem 1 of [7] where this theorem was proved for independent Banach space-

valued random variables. As independent random variables are ψ−mixing, the necessity part of the theorem
follows from Theorem 1 of [7].

It remains to prove that in stable type p (0 < p < 2) Banach B (1) holds for X1, X2, ..., Xn.
It is known (see for instance [4]) that if B is a stable type p (0 < p < 2) Banach space then there exists

p′ > p such that B will be Rademacher type p′. We will use this fact for the Yi = Xi I (‖Xi‖ ≤ 1).
As in [7] we have

P

(∥∥∥∥∥
n∑
i=1

Xi

∥∥∥∥∥ > 1

)
≤ P

(∥∥∥∥∥
n∑
i=1

Xi

∥∥∥∥∥ > 1, max
1≤i≤n

‖Xi‖ ≤ 1

)
+ P

(
max

1≤i≤n
‖Xi‖ > 1

)
≤

P

(∥∥∥∥∥
n∑
i=1

Yi

∥∥∥∥∥ > 1

)
+

n∑
i=1

Λp (Xi) .

Now we will use the following
Theorem 4 ([10]). Let B Rademacher type p′ (0 < p′ < 2) Banach space. Then for any finite set of

ψ−mixing B−valued random variables X1, X2, ..., Xn such that

EXi = 0, E ‖Xi‖p
′
<∞,



Acta NUUz Exact sciences №2/1/1, 2025, 115-119

∞∑
k=1

ψ(k) <∞

there exists a constant C (B, p′, ψ) such that the following inequality holds

E

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

Xi

∥∥∥∥∥
p′

≤ C (B, p′, ψ)

n∑
i=1

E ‖Xi‖p
′
.

Using above theorem and Markov inequality we have

P

(∥∥∥∥∥
n∑
i=1

Yi

∥∥∥∥∥ > 1

)
+

n∑
i=1

Λp (Xi) ≤

E

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

Yi

∥∥∥∥∥
p′

+

n∑
i=1

Λp (Xi) ≤

C (B, p′, ψ)

n∑
i=1

E ‖Yi‖p
′
+

n∑
i=1

Λp (Xi) .

It is proved in [7] that

E ‖Yi‖p
′

=
p′

p′ − p
Λp (Xi) .

Thus

P

(∥∥∥∥∥
n∑
i=1

Xi

∥∥∥∥∥ > 1

)
≤
(
C (B, p′, ψ) p′

p′ − p
+ 1

) n∑
i=1

Λp (Xi) .

Replacing Xi by Xi
t as in [7] we get

P

(∥∥∥∥∥
n∑
i=1

Xi

∥∥∥∥∥ > t

)
≤ C

tp

n∑
i=1

Λp (Xi) .

The theorem is proved.
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REZYUME

Maqolada turg‘un tip p Banax fazolari ko‘riladi. Biz bog‘liqsiz tasodifiy miqdorlar uchun ma’lum
bo‘lgan natijalarni qorishmali tasodifiy miqdorlar uchun umumlashtiramiz. Turg‘un tip p Banax
fazolari uchun zarur va yetarli shart keltirilgan.

Kalit so‘zlar: Rademaxer tip p Banax fazosi, turg‘un tip p Banax fazosi, qorishmalilik sharti.

РЕЗЮМЕ

В статье рассматриваются Банаховые пространства устойчивого типа p. Мы распространяем
результаты, известные для независимых случайных величин, на случайные величины с пе-
ремешиванием. Приводится необходимое и достаточное условие для Банаховоых пространств
устойчивого типа p.

Ключевые слова: Банахово пространство радемахеровского типа p, Банахово пространство
устойчивого типа p, условие перемешивания.
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RESUME

We consider functionals of the sequences of independent random variables with values in Rademacher
type p Banach spaces. Under some additional conditions we prove a strong law of large numbers for
the sequences of such functionals.

Key words: Banach space, a functional of the sequence random variables, strong law of large
numbers.

Strong law of large numbers for Banach space valued independent and weakly dependent random variables
were studied by many authors, see for instance [1]-[15] and references therein. We are interested in strong laws
of large numbersfor dependent random variables with values in Rademacher type p Banach spaces.

We say that the sequence {Xn, n ≥ 1} satisfies a strong law of large numbers if (assuming EXi = 0, i ∈
N) as n→∞,

1

n

n∑
i=1

Xi → 0 a.s.

Our goal is to establish strong laws of large numbers under some dependence conditions.
Definition 1. A separable Banach space B(with a norm ‖·‖) is called Rademacher type p (1 ≤ p ≤ 2)

Banach space if for any finite collection of B-valued independent random variables X1, X2, ..., Xn with EXi = 0,
E ‖Xi‖p <∞, i = 1, 2, ..., n there exists a constant C (B, p) depending on B and p only such that the following
inequality

E

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

Xj

∥∥∥∥∥∥
p

≤ C (B, p)

n∑
j=1

E ‖Xj‖p ,

holds.
For the sequence {Xn, n ≥ 1} of independent random variables with values in Rademacher type p Banach

space the following result is known.
Theorem 1([9]). Let B be a Rademacher type p (1 < p ≤ 2) Banach space and assume that {Xn, n ≥ 1}

is a sequence of independent random variables such that the following hold

EXk = 0, E ‖Xk‖p <∞, k = 1, 2, ...,

∞∑
k=1

E ‖Xk‖p

kp
<∞.

Then {Xn, n ≥ 1} satisfies the strong law of large numbers i.e. as n→∞,
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1

n

n∑
i=1

Xi → 0, a.s.

Theorem 1 was extended to the mixing random variables with values in Rademacher type p Banach
spaces.

Definition 2. For the sequence of B-valued random variables {Xn, n ≥ 1}, the mixing coefficients are
defined as following:

ψ (k) = sup

{∣∣∣∣P (AB)− P (A)P (B)

P (A)P (B)

∣∣∣∣ : A ∈ Fn1 , B ∈ F∞n+k, n ∈ N
}

where F ba is a σ−field generated by the random variables Xa, Xa+1, ..., Xb.
We say that {Xn, n ≥ 1} is ψ-mixing if lim

n→∞
ψ (n) = 0.

The following theorem was proved in [12].
Theorem 2. Let B be a separable Rademacher type p (1 < p ≤ 2) Banach space. Assume that

{Xn, n ≥ 1} is ψ-mixing sequence of random variables with values in B satisfying the following conditions:

Xk = 0, E ‖Xk‖p <∞, k = 1, 2, ... ,

ψ =

∞∏
k=1

(1 + ψ(k)) <∞,

∞∑
k=1

E ‖Xk‖p

kp
<∞.

Then as n→∞,
1

n

n∑
k=1

Xk → 0, a.s.

Our goal is to prove strong laws of large numbers for dependent random variables with values in
Rademacher type p Banach spaces.

Main result.
Consider a two-sided, sequence {Yn, n ∈ Z} of independent random variables with values in a separable

measurable space T . We say that {Xn, n ∈ Z} is a functional of {Yn, n ∈ Z} if there exists a measurable function
f : TZ → B such that

Xn = f
(
(Yn+i)i∈N

)
(1)

We say that f is a p-approximating functional (or near epoch dependent) if there exist sequences
{αn (m) , n ≥ 1, m ≥ 1} with αn (m)→ 0 for any fixed n as m→∞ and for every m a function fm : T 2m+1 →
B such that

E ‖Xn − fm (Yn−m, ...Yn+m)‖p ≤ αn (m) for all m ∈ N, n ∈ Z. (2)

Examples of such functionals can be found in [16].
As an example, consider a sequence {Yn, n ∈ Z} of independent random variables with values in a

separable Rademacher type p Banach spaces.
Set Xn =

∑
i∈Z aiYn+i, n ∈ Z assuming that the series converges almost surely.

In this case we can take fm (Yn−m, ...Yn+m) as following

fm (Yn−m, ...Yn+m) =
∑

n−m≤i≤n+m

aiYn+i,
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and (2) means

E ‖Xn − fm (Yn−m, ...Yn+m)‖p = E

∥∥∥∥∥∥
∑
|i|>m

aiYn+i

∥∥∥∥∥∥
p

≤ αn(m).

The following is our main result
Theorem 3. Let {Yn, n ∈ Z}be a sequence of independent random variables with values in Rademacher

type p (1 < p ≤ 2) Banach space B satisfying (1), (2) and EXk = 0, E ‖Xk‖p <∞ , k = 1, 2, ...,

max
i
αi (m) ≤ C

mγ
, for some C > 0, γ > 1 .

Then as n→∞,

1

n

n∑
i=1

Xi → 0, a.s.

Note that we can consider in (1) one sided sequences with corresponding changes in theorem.
Proof of Theorem 3.
Denote N0 = N ∪ {0} , Sa,b =

∑a+b−1
k=a Xk , a, b ∈ N.

In the proof we will use the following results.
Theorem 4 ([5]). Let 1 < p < ∞. Assume that {Xn, n ∈ N0} is a sequence of random variables with

values in a separable Banach space B satisfying the following conditions:

EXi = 0, E ‖Xi‖p <∞, i ∈ N0,

∞∑
n=0

sup
k∈N0

E

∥∥∥∥Sk,2n2n

∥∥∥∥p <∞.
Then the sequence {Xn, n ∈ N0} satisfies strong law of large numbers.

Theorem 5 ([17]). Let {Xn, n ∈ Z} be a sequence of random variables with values in a separable
Rademacher type p (1 < p ≤ 2) Banach space B satisfying conditions (1) and (2). Then there exists a constant
C1 (B, p) such that

E

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

Xi

∥∥∥∥∥
p

≤ C1 (B, p)

(
(2m+ 1)

p−1
n∑
i=1

E ‖Xm
i ‖

p
+ np−1

n∑
i=1

αi (m)

)
,

for all n ≥ 4m+ 2.
By C we denote a constant which might be different even in one chain of inequalities.
Denote Xm

i = fm (Y−m, ..., Ym), Sn =
∑n
i=1X

m
i +

∑n
i=1 (Xi −Xm

i ).
Using Theorem 5 we have ∑∞

n=0 sup
k≥0

E
∥∥∥ 1

2n

∑k+2n−1
i=k Xi

∥∥∥p ≤∑∞
n=0

1
2np sup

k≥0
E
∥∥∥∑k+2n−1

i=k Xi

∥∥∥p ≤
∑∞
n=0

1
2np sup

k≥0

(
C(B, p) (2m+ 1)

p−1∑k+2n−1
i=k E ‖Xm

i ‖
p

+ 2n(p−1)
∑k+2n−1
i=k αi (m)

)

Now using conditions of the theorem we get

∑∞
n=0

C
2np sup

k≥0

(
(2m+ 1)

p−1∑k+2n−1
i=k E ‖Xm

i ‖
p
)
≤
∑∞
n=0

C
2np

(
(2m+ 1)

p−1
2n
)
≤

C
∑∞
n=0

(2m+1)p−1

2np−1

(3)

and
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∑∞
n=0

C
2np sup

k≥0

(
2n(p−1)

∑k+2n−1
i=k αi (m)

)
≤
∑∞
n=0

C
2np

(
2n(p−1)

∑k+2n−1
i=k maxαi (m)

)
≤∑∞

n=0
C
mγ

(4)

We take m = m(n) = n
β
γ , 1 < β < γ, for n ≥ 1 and m(0) = 1. Then series in (3) and (4) converges.

Now Theorem 4 implies Theorem 3. The proof is complete.
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REZYUME

Rademaxer p tipli Banach fazolarida qiymat qabul qiluvchi tasodifiy miqdorlar ketma-ketligining
funksionallarini ko‘rib chiqamiz. Ba’zi qo‘shimcha shartlar ostida biz bunday funksionallar ketma-
ketligi uchun kuchaytirilgan katta sonlar qonunini isbotlaymiz.

Kalit so‘zlar: Banax fazosi, tasodifiy miqdor, funksional tasodifiy miqdor, kuchaytirilgan katta
sonlar qonuni.

РЕЗЮМЕ

Рассматриваются функционалы от последовательностей независимых случайных величин со
значениями в банаховых пространствах Радемахера типа p. При некоторых дополнительных
условиях доказывается усиленный закон больших чисел для последовательностей таких функ-
ционалов.

Ключевые слова: Банахово пространство, функционал последовательности случайных вели-
чин, усиленный закон больших чисел.
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RESUME

This article proposes and analyzes a nonlinear mathematical model of the unemployment problem,
based on the consideration of three main variables: the number of unemployed individuals, employed
individuals, and those not officially employed. The model reflects the situation observed in some
countries with a transitional economy or in countries with a strong agricultural sector, where the
unemployed rarely turn to labor authorities for job placement, which in turn leads to an increase in
the rate of hidden unemployment. The results for the mathematical model were obtained using the
stability theory of nonlinear differential equations.

Key words: Hidden unemployment, system of nonlinear differential equations, equilibrium point,
stability analysis.

The increase in the number of unemployed people in the country is economically dangerous because it
can lead to a decline in gross domestic product and an increase in the social burden on the state. From a social
perspective, it can result in a rise in poverty levels, which may contribute to an increase in crime.

If we define unemployment, then according to the legislation of the Republic of Uzbekistan on employment,
the following individuals are considered unemployed: "Unemployed persons are able-bodied individuals aged
sixteen and older, up to the acquisition of the right to pension benefits, who do not have paid work or income-
generating activities, are seeking employment and ready to start working as soon as a job is offered to them,
or are willing to undergo vocational training, retraining, or skills improvement (except for those studying in
educational institutions).

Persons specified in the first part of this article who have applied to local labor authorities for assistance
in employment and have been registered by them as job seekers are recognized as unemployed."[5].

Unlike officially registered unemployment, there is hidden unemployment. In countries with a transitional
economy or a highly developed agricultural sector, hidden unemployment tends to grow significantly. As K.
Mukulsky states, the reason for this is "employment and self-employment in personal households that are not
officially recorded."[7] The article examines the dynamics of unemployment and proposes a mechanism to reduce
the rate of the hidden economy.

The history of the development of this topic begins with the work of A.K. Misra and Arvind K. Singh,
dedicated to the development of a mathematical model of unemployment. In their article, published in 2011,
they modeled the problem of unemployment using nonlinear ordinary differential equations [1]. The study [1]
considered three main variables: U is the number of unemployed individuals, T is the number of seasonally
employed individuals, and R is the number of permanently employed individuals. The model assumes that
unemployed individuals can either obtain permanent employment or become temporarily employed. At the
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same time, temporarily employed individuals attempt to transition from the temporary employment class to
the permanent employment class. It is also assumed that permanently employed individuals may be dismissed
from their jobs or voluntarily resign, thereby joining the class of unemployed individuals.

This study was motivated by the work of Nikolopoulos and Tsanetis, which developed a model for
providing housing to the homeless population in response to a natural disaster [2].

In the future, based on this model, Misra and Singh proposed a nonlinear mathematical model for
unemployment control [3]. In [3], they considered three dynamic variables: U - the number of unemployed
individuals, E - the number of employed individuals, and V - the number of new job vacancies created through
government measures. In this case, the time delay is proportional to the number of newly created vacancies and
is denoted as U(τ−t). In the model [4], Gulbanu Pathan and Bhattachwala also consider three dynamic variables
and assume that there is no time delay from the state and the private sector in creating new job vacancies.
They also assume that the unemployed attempt to engage in independent economic activities, creating self-
employment opportunities, which is essential for their survival.

Given the statements in articles [1], [2], [3], and [4], we proposed a different model of unemployment
consisting of three dynamic variables: U− the number of unemployed individuals, V− the number of unemployed
individuals who have applied to local labor authorities for employment, E− the number of employed individuals.
It is also assumed that employed individuals can lose their jobs and move from the employed class to the
unemployed class. Mortality and population migration are taken into account for each class in the model. A
distinctive feature of our work is that, in describing the model, we use a closed biological model of infection
spread, whereas the researchers mentioned above use an open model [6].

The model was constructed considering three main variables: the number of unemployed individuals
U(t), the number of unemployed individuals who have applied to local labor authorities for employment V (t) ,
and the number of employed individuals E(t). When formulating the model, we assume that people enter the
unemployed class at a constant rate Λ and may either migrate in search of work or find employment. In order
to be employed, unemployed individuals must apply to local labor authorities. The number of applications to
labor authorities is assumed to be proportional to the existing job vacancies and the number of unemployed
individuals. It is also assumed that the number of newly created jobs is proportional to the number of officially
unemployed individuals. Additionally, migration levels are considered proportional to the population size of
each class separately. In our study, unlike researchers such as Misra, Singh, Gulbanu Pathan, we used a closed-
type model to better reveal the internal mechanisms of employment. However, in the future, we plan to study
employment issues using an open model, as employment dynamics need to be analyzed in the long term, taking
external factors into account. Furthermore, our model is a modified version of a virus spread model, which allows
us to more accurately simulate employment dynamics and hidden unemployment in countries with a developed
agricultural sector.

The formulation of the model is as follows:
dU
dt = Λ− ϕUV + µE − γU
dV
dt = ϕUV − δV − γV
dE
dt = δV − µE − γE

(2)

The parameters involved in system (1) are detailed in the following table:

Parameter Descriptions of the parameter
Λ Rate of increase in the number of unemployed
ϕ The rate of unemployed individuals applying to labor authorities for employment.
µ The rate of job loss for employed individuals
γ Migration rate
δ The employment rate after contacting labor authorities.

Initial conditions at time t = 0:
U(0) = U0 ≥ 0

V (0) = V0 ≥ 0

E(0) = E0 ≥ 0

126



Acta NUUz Exact sciences №2/1/1, 2025, 125-131

U(t) + V (t) + E(t) = N(t) = const

dU

dt
+
dV

dt
+
dE

dt
= 0

Here, N(t) is the number of the working-age population at any moment t.
Theorem 1. Let for all, the set Ω = {(U, V,E) ∈ R3

+ : U(0) > 0, V (0) > 0, E(0) > 0, 0 ≤ N(t) ≤ Λ
γ } be

positive and bounded, then the system (3.1) has a solution.
Proof. First, we will check each equation in system (1) for positivity.

dU

dt
≥ −ϕUV − γU

dU

dt
≥ (−ϕUV − γ)U∫ t

0

dU

Udt
≥
∫ t

0

(−ϕUV − γ)dt

U(t) ≥ U(0)e
∫ t
0

(−ϕUV−γ)dt ≥ 0

If we integrate the second and third equations in system (1) in a similar manner from 0 to t, we obtain the
following inequalities:

V (t) ≥ V (0)e
∫ t
0

(ϕU−δ−γ)dt ≥ 0

E(t) ≥ E(0)e
∫ t
0

(−µ−γ)dt ≥ 0.

Let’s check for boundedness:
dN

dt
=
dU

dt
+
dV

dt
+
dE

dt
= Λ− γN

taking limit supremum, we get

lim
t→+∞

supN(t) ≤ Λ

γ
.

Let’s begin the equilibrium analysis. To do this, we must find the equilibrium point. If we solve each
equation in system (1) by setting it to zero, we can find the equilibrium point.

dU
dt = Λ− ϕUV + µE − γU = 0
dV
dt = ϕUV − δV − γV = 0
dE
dt = δV − µE − γE = 0

(3)

dV

dt
= 0 ⇒ U∗ =

δ + γ

ϕ

dE

dt
= 0 ⇒ V ∗ =

(µ+ γ)E∗

δ

dU

dt
= 0 ⇒ E∗ =

δγ + γ2 − Λϕ

ϕ(µ− (δ + γ)(µ+ γ))

Thus, we have found the equilibrium point Ep(U∗, V ∗, E∗).
After finding the equilibrium point, we must check its stability. We will perform this check by calculating

the Jacobian matrix for system (1).

J =

 ∂f
∂U

∂f
∂V

∂f
∂E

∂g
∂U

∂g
∂V

∂g
∂E

∂h
∂U

∂h
∂V

∂h
∂E

 =

−ϕV ∗ − γ −ϕU∗ µ
ϕV ∗ ϕU∗ − δ − γ 0

0 δ −µ− γ


Let’s introduce the following notations in J :

a1 = −ϕV ∗ − γ
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a2 = ϕU∗ − δ − γ

a3 = −µ− γ

To find the characteristic number of matrix J , we must solve the following equation:

det(J − λE) =

∣∣∣∣∣∣
a1 − λ −ϕU∗ µ
ϕV ∗ a2 − λ 0

0 δ a3 − λ

∣∣∣∣∣∣ = 0

λ3 − (a1 + a2 + a3)λ2 + (a1a2 + a1a3 + a2a3)λ− a1a2a3 + ϕV ∗U∗(ϕµ+ ϕγ − µ) = 0

b1 = a1 + a2 + a3

b2 = a1a2 + a1a3 + a2a3

b3 = −a1a2a3 + ϕV ∗U∗(ϕµ+ ϕγ − µ)

Then we obtain the following characteristic equation:

λ3 + b1λ
2 + b2λ+ b3 = 0

We will check the stability of the system using the Routh-Hurwitz criterion [8]. According to this criterion, if
the following conditions are satisfied, the system will be stable:

b1 > 0

b3 > 0

b1b2 − b3 > 0

These conditions are satisfied when V ∗ > U∗. Therefore, the system will be stable when V ∗ > U∗.
From the equilibrium analysis, we can see that there exists an equilibrium point that is stable for certain

parameter values. This implies the possibility of achieving a stable level of employment. However, changes in
certain coefficients, such as migration or the rate of job applications, may lead to instabilities, which characterize
the growth of hidden unemployment. In turn, this suggests that without government employment programs and
without state regulatory intervention, the unemployment rate may remain at a high level.

The developed mathematical model can be applied to forecast the long-term consequences of employment
policy. For example, by increasing the rate of job placement after an application and decreasing the rate of job
loss, it is possible to stabilize employment. In the model, these actions are represented by the parameters δ and
µ, respectively. Everything stated above indicates that the model is practically significant.

If we compare the results with previous studies, we can see that the proposed model describes the internal
mechanisms of employment more accurately, such as the balance between employed and unemployed individuals.
Our further research will focus on studying the balance between seasonally employed workers and those employed
on a permanent basis.

In this part, we will consider the following solution to system (1) using the "RK45"method in the Python
programming language. In the graphs below we can see a graphical modeling of unemployment levels depending
on changes in the parameters affecting it. The values of additional parameters are given below: Λ = 0.1, ϕ =
0.02, µ = 0.05, γ = 0.01,
δ = 0.03. Initial conditions for a country with a developed agricultural sector, where the population is about 38
million people, with 60 percent being youth.

U(0) = 1.6 mln., V (0) = 0.45 mln., E(0) = 14.2 mln.
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In the first graph, we can observe changes in the number of unemployed individuals as the employment
rate increases after contacting local labor authorities:

Figur 1: Impact of the employment rate on the unemployment rate

In the second graph, we can see changes in the number of unemployed due to changes in the migration
level:

Figur 2: Impact of migration level on unemployment rate
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In the third graph, the change in the number of unemployed under the influence of migration is shown:

Figur 3: Impact of the rate of job loss on the unemployment rate

The present article examines a mathematical model describing the dynamics of unemployment. The
model considers three main variables: the number of unemployed individuals, the number of officially registered
unemployed individuals, and the number of employed individuals. The conducted research has shown that the
proposed model adequately describes the internal mechanisms of the labor market while accounting for the rate
of unemployed individuals seeking assistance and the impact of migration. Stability analysis has revealed an
equilibrium point that remains stable under certain conditions. This implies that, under specific conditions, the
unemployment rate stabilizes.

The practical significance of the proposed model lies in its application for analyzing dynamics and
forecasting the effectiveness of various strategies to combat unemployment. As a particular case, we can illustrate
that an increase in the employment rate and a rise in the number of registered unemployed individuals can
significantly reduce the level of hidden unemployment.

Future research on this topic will continue, taking into account external economic factors and workforce
qualifications. In addition to the methods presented, numerical analysis will be employed in further studies,
allowing for a better understanding of unemployment dynamics.
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REZYUME

Ushbu maqolada ishsizlik muammosining chiziqsiz matematik modeli taklif qilinadi va tahlil qilinadi.
Ushbu model uchta asosiy o’zgaruvchini hisobga oladi: ishsizlar soni, bandlar va norasmiy ishlayotgan
shaxslar. Model o’tish iqtisodiyotiga ega ba’zi davlatlarda yoki qishloq xo’jaligi sektori rivojlangan
mamlakatlarda kuzatiladigan holatni aks ettiradi. Bunday mamlakatlarda ishsizlar ishga joylashish
uchun bandlik organlariga kamdan-kam murojaat qiladilar, bu esa yashirin ishsizlik darajasining
oshishiga olib keladi. Matematik model uchun natijalar chiziqsiz differensial tenglamalar turg’unligi
nazariyasi yordamida olingan.

Kalit so‘zlar: Yashirin ishsizlik, chiziqsiz differensial tenglamalar tizimi, muvozanat nuqtasi,
turg’unlik tahlili.

РЕЗЮМЕ

В данной статье предлагается и анализируется нелинейная математическая модель проблемы
безработицы, основанная на рассмотрении трёх основных переменных: количества безработ-
ных, занятых и неофициально трудоустроенных лиц. Модель отражает ситуацию, наблюдае-
мую в некоторых странах с переходной экономикой или в странах с развитым сельскохозяй-
ственным сектором, где безработные редко обращаются в органы занятости для трудоустрой-
ства, что, в свою очередь, приводит к увеличению уровня скрытой безработицы. Результаты
для математической модели были получены с использованием теории устойчивости нелиней-
ных дифференциальных уравнений.

Ключевые слова: Скрытая безработица, система нелинейных дифференциальных уравнений,
точка равновесия, анализ устойчивости.
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РЕЗЮМЕ
В данной работе предлагается новая теория пластин в напряжениях. Получены разрешаю-
щие уравнения в терминах продольных усилий, перерезывающих сил и внутренних моментов.
Сформулированы граничные условия для пластин в напряжениях. Полученные решения в на-
пряжениях одновременно удовлетворяют уравнениям равновесия и совместности напряжений
Бельтрами-Митчелла. Сформулирована краевая задача для пластины под действием самоурав-
новешенных нагрузок. Решены некоторые прикладные задачи.

Ключевые слова: Теория упругости, задача в напряжениях, параллелепипед, потенциал на-
пряжений, взаимно уравновешенные нагрузки, пластина, Бельтрами-Митчелл.

Введение
Как известно, в инженерных приложениях для расчета прочности и жесткости элементов конструк-

ций, оперируют компонентами тензора напряжений, возникающие, при этом, перемещения представля-
ют собой чисто академический интерес. Вместе с тем, корректная постановка задачи теории упругости
сформулирована в перемещениях, следовательно, непосредственное вычисление компонентов тензора на-
пряжений в пространственных задачах не представляется возможным. Классическая постановка задачи
теории упругости в напряжениях заключается в решении трех уравнений равновесия:

σij,j +Xi = 0, x ∈ V, (1)

при выполнении трех статических граничных условий:

σijnj |G = Si, x ∈ G, (2)

где σij,j - компоненты симметричного тензора напряжений Xi и Si - соответственно компоненты массовых
и поверхностных сил. nj - компоненты вектора внешней нормали. При этом на лицо некорректность
постановки пространственных задач в напряжениях.

В плоских задачах теории упругости, с использованием функции напряжений Эри, достигается
точное удовлетворение уравнениям равновесия. Для определения неизвестного потенциала напряжений
используется уравнение совместности деформаций. Следовательно, в плоских задачах теории упругости
имеется возможность непосредственного исследования напряженно-деформированного состояния различ-
ных тел.

Первые попытки постановки пространственных задач теории упругости в напряжениях предпри-
няты в работах Коновалова А.Н. [1], в которых пространственные уравнения равновесия с применением,
так называемой операции деформирования, приведены к шести уравнениям в напряжениях, вместе с тем
имеется в наличии только три статические граничные условия (1.2) в напряжениях.

В фундаментальной работе Победри Б.Е. [2] с требованием выполнения уравнения равновесия на
границе рассматриваемого трехмерного тела, достигается замкнутая задача пространственной теории
упругости в относительно шести компонент симметричного тензора напряжений.

В работе [4] предложен вариационно-разностный метод решения задачи в напряжениях. В работе
[5] данным методом решены задачи о квазистатическом равновесии вязкоупругого параллелепипеда в
напряжениях под действием самоуравновешенных нагрузок, в том числе и сосредоточенных сил.
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В работе [6] введением трех потенциалов напряжений, пользуясь постановкой задачи в напряжениях
Победри, решены задачи о равновесии параллелепипеда под воздействием различных самоуравновешен-
ных поверхностных и объёмных нагрузок. Здесь, показано, что для пластины, как предельный случай
параллелепипеда, полученные решения точно удовлетворяют уравнениям равновесия.

В теории пластин, обычно введением продольных усилий, перерезывающих сил и внутренних мо-
ментов редуцируются к двумерным задачам. В работах [7-10] предложена неклассическая теория пластин
без упрощающих предположений и гипотез в перемещениях.

В данной работе предлагается новая теория пластин в напряжениях.

Основная часть

С целью упрощения выкладок для рассматриваемой задачи предположим, что на пластину с тол-
щиной - h, действуют только поверхностные нагрузки (Xi = 0) и прямоугольная декартовая система
координат расположена в геометрическом центре рассматриваемой пластины. Нормальную, к серединной
плоскости пластины координату, обозначая через – z, будем иметь координатную систему- Ox1x2z, тогда
в индексах тензора напряжений следует ввести замену 3− > z, следовательно, уравнения равновесия (1):{

σij,j + σiz,z = 0

σzj,j + σzz,z = 0
(3)

и Бельтрами-Митчелла примут вид:
∆σij + σij,zz + 1

1+ν (σkk + σzz),ij = 0

∆σiz + σiz,zz + 1
1+ν (σkk + σzz),iz = 0

∆σzz + 2+ν
1+νσzz,zz + 1

1+νσkk,zz = 0

(4)

Предположим, что на противоположных плоскостях пластины, по нормальной координате -z дей-
ствует нормальные −q±z (x1, x2), и касательные нагрузки - −q±i (x1, x2) остальные грани свободны от на-
грузок.

Тогда соответствующие граничные условия на произвольных гранях параллелепипеда можно запи-
сать в следующем виде: 

σzi = q±i (x1, x2),

σzz = q±z (x1, x2), при z = ±h
2
,

σiz,z = −σij,j ,
σzz,z = −q±i,i(x1, x2).

, (5)


σ11 = 0, σ12 = 0, σ1z = 0,

σij,j + σiz,z = 0,

σzz,z + σzi,i = 0,

при x1 = − l1
2
,
l1
2
, (6)


σ21 = 0, σ22 = 0, σ2z = 0,

σij,j + σiz,z = 0,

σzz,z + σzi,i = 0,

при x2 = − l2
2
,
l2
2
, (7)

Для пластин искомое решение в напряжениях представим в виде полинома по нормальной коорди-
нате z [6]: 

σzz =
1

h
Nz +

12

h3
Mzz − Φ2(z)C − Φ3(z)D

σiz =
Ni
h

+
12

h3
Miz − Φ2(z)Ci − Φ3(z)Di

σij =
Nij
h

+
12

h3
Mijz − Φ2(z)Cij − Φ3(z)Dij

(8)
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где, NzNi
Nij

 =

∫ h/2

−h/2

σzzσiz
σij

 dz,

Mz

Mi

Mij

 =

∫ h/2

−h/2

σzzσiz
σij

 z dz,

Φ2(z) =
h2

12

(
1− 12

z2

h2

)
,Φ3(z) =

3h2

20

(
1− 20

3

z2

h2

)
z

При этом, имеет место
∫ h/2
−h/2 Φr(z) dz = 0,

∫ h/2
−h/2 Φr(z)z dz = 0, r = 2, 3.

После удовлетворения граничных условий (5), для нормальных σzz и касательных σiz напряжений
будем иметь следующие выражения:



σzz =

[
3

2h

(
mz +

h2

12
qi,i

)
+ 3

z

h

(
qz +

1

6
mi,i

)](
1− 4

z2

h2

)
− 1

4

(
1− 12

z2

h2
+ 6

z

h
− 40

z3

h3

)
q+
z

− 1

4

(
1− 12

z2

h2
− 6

z

h
+ 40

z3

h3

)
q−z ,

σiz =

[
3

2

Ni
h

+
5

2

(
h3

30
Cij,j + qi

)
z

h

](
1− 4

z2

h2

)
− 1

4

(
1− 12

z2

h2
+ 6

z

h
− 40

z3

h3

)
q+
i

− 1

4

(
1− 12

z2

h2
− 6

z

h
+ 40

z3

h3

)
qi

(9)

где 

Mi =
h5

360
Cij,j +

h2

12
qi′Dij,j = 0,

Mz =
h2

10
qz +

h2

60
mi,i,

Nz = mz +
h2

12
qi,i,

qz = q+
z − q−z , mz =

q+
z + q−z

2
h,

qi = q+
i − q

−
i , mi =

q+
i + q−i

2
h

(10)

После подстановки (10) в (9) получим окончательную формулу для σzz

σzz =

[
3

2h

(
mz +

h2

12
qi,i

)
+ 3

(
qz +

1

6
mi,i

)
z

h

](
1− 4

z2

h2

)
− 1

4

(
1− 12

z2

h2
+ 6

z

h
− 40

z3

h3

)
q+
z

− 1

4

(
1− 12

z2

h2
− 6

z

h
+ 40

z3

h3

)
q−z ,

(11)

В частности, из полученного выражения для σzz и (10) следует что, при q+
z = −q−z = qz, q+

i = q−i = 0,
будем иметь:
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Nz = 0,

Mz =
h2

5
qz,

σiz =

(
3Ni
2h

+
30

h3
Miz

)(
1− 4

z2

h2

)
,

σzz =

(
3
z

h
− 4

z3

h3

)
qz.

а для случая q+
z = qz, q−z = 0, q+

i = q−i = 0, будем иметь:

Nz =
h

2
qz,

Mz =
h2

10
qz,

σzz = qz

(
1

2
+

3

2

z

h
− 2

z3

h3

)
.

Здесь, выражение нормального напряжения- σzz, соответствует предложенной формуле Рейснера
[10]. Компоненты тензора напряжений σzz и σiz вопреки известным классическим и уточненным теориям
пластин [11] нетривиальны и точно удовлетворяют заданным граничным условиям, что свидетельству-
ет о преимуществе предложенной теории. Неизвестные функции продольных и поперечных координат,
участвующие в выражениях (8)-(11) подлежат к определению. С целью их определения в уравнениях
равновесия (3) и Бельтрами-Митчелла (4) произведем стандартную процедуру интегрирования по тол-
щине рассматриваемой пластины: 

Nij,j + qi = 0

Ni,i + qz = 0

Mij,j −Ni +mi = 0

Mi,i −Nz +mz = 0

(12)



∆Nij + σij,z

∣∣∣∣h2−h
2

+
1

1 + ν
(Nkk +Nz),ij = 0

∆Ni + σiz,z

∣∣∣∣h2−h
2

+
1

1 + ν
(σkk + σzz),i

∣∣∣∣h2−h
2

= 0

∆Nz +
2 + ν

1 + ν
σzz,z

∣∣∣∣h2−h
2

+
1

1 + ν
σkk,z

∣∣∣∣h2−h
2

= 0

(13)


∆Mij + (zσij,z)|

h
2

−h2
− σij |

h
2

−h2
+

1

1 + ν
(Mkk +Mz),ij = 0

∆Mi + (zσiz,z)|
h
2

−h2
− σiz|

h
2

−h2
+

1

1 + ν
[(z(σkk + σzz),i)|

h
2
h
2

− (Nkk +Nz),i

]
= 0

∆Mz +
2 + ν

1 + ν
(zσzz,z − σzz)|

h
2

−h2
+

1

1 + ν
(zσkk,z − σkk)|

h
2

−h2
= 0

(14)

Принимая во внимание (8) будем иметь:
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

σij,z

(
h

2

)
− σij,z

(
−h

2

)
= 2hCij

σij,j

(
h

2

)
− σij,j

(
−h

2

)
= −12

h2
(mi −Ni)

σzj,j

(
h

2

)
− σzj,j

(
−h

2

)
= qi,i

σzz,i

(
h

2

)
− σzz,i

(
−h

2

)
= qz,i

σkk,z

(
h

2

)
− σkk,z

(
−h

2

)
= 2hCkk

σkk,i

(
h

2

)
− σkk,i

(
−h

2

)
=

12

h2
Mkk,i +

h3

10
Dkk,i

σij,z

(
h

2

)
+ σij,z

(
−h

2

)
=

24

h3
Mij +

6h2

5
Dij ,

σij

(
h

2

)
− σij

(
−h

2

)
=

24

h2
Mij +

h3

10
Dij ,

σiz,z

(
h

2

)
+ σiz,z

(
−h

2

)
= −120

h3
Mi +

12

h
qi,

σiz

(
h

2

)
− σiz

(
−h

2

)
= qi,

σkk,i

(
h

2

)
+ σkk,i

(
−h

2

)
=

2

h
Nkk,i +

h2

3
Ckk,i,

σzz,i

(
h

2

)
+ σzz,i

(
−h

2

)
=

2

h
mz,i,

σzz,z

(
h

2

)
+ σzz,z

(
−h

2

)
= −120

h3
Mz +

12

h
qz,

σzz

(
h

2

)
− σzz

(
−h

2

)
= qi,

σkk,z

(
h

2

)
+ σkk,z

(
−h

2

)
=

24

h3
Mkk +

6h2

5
Dkk,

σkk

(
h

2

)
− σkk

(
−h

2

)
=

12

h2
Mkk +

h3

10
Dkk.

(15)

и подставляя их в (13) - (14), при этом свертывая первые уравнения этих систем, учитывая гра-
ничные условия (5)-(7) и выражения для тензора напряжений (8)-(9), а также выражений (10) после
некоторых математических выкладок будем иметь окончательную систему дифференциальных уравне-
ний: 

∆Nkk =

[
ν∆

(
mz +

h2

12
qk·k

)
− (1 + ν)qk·k

]
∆Ni −

12

h2
(Ni −mi) +

1

1 + ν

12

h2
Mkk,i +Q,i = 0

2hCkk = −(1 + ν)∆Nz + (2 + ν)qk·k

(16)



∆Mkk = ν∆

(
h2

10
qz +

h2

60
mi,i

)
− (1 + ν) (mi,i + qz)

∆Mt −
60

h2
Mi + 5qi + T,i = 0,

h3

2
Dkk = −(1 + ν)∆Mz + (2 + ν) (mi,i + qz)

(17)
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Q =
1

1 + ν

[
1

5

(
(2 + ν) (mi,i + qz)− (1 + ν)∆

(
h2

10
qz +

h2

60
mi,i

))
+ qz

]
,

J =
1

1 + ν

[
h2

12

(
−(1 + ν)∆

(
mz +

h2

12
qk·k

)
+ (2 + ν)qk,k

)
− h2

12
qk·k

]
В полученных уравнениях (16) и (17) вторые уравнения, дифференцируя по xi и свертывая их

получим условия равновесного состояния по внешным нагрузкам qz и qi, условия при котором не будет
перемещения пластины как жесткое тело:

−∆qz +
24

h2
(mi,i + qz) +

6

5

ν

1 + ν
∆

(
qz +

1

6
mi,i

)
+ ∆Q = 0,

h2

12
∆qk,k + ∆T = 0.

, (18)

Таким образом, относительно неизвестныхMij ,Nij ,Dij ,Cij ,Ni,Mi будем иметь следующие системы
16 взаимосвязанных дифференциальных уравнений в частных производных:

Nij,j + qi = 0,

Cij,j −
360

h5
Mi +

30

h3
qi = 0,

∆Nkk =

[
ν∆

(
mx +

h2

12
qk,k

)
− (1 + ν)qk,k

]
,

Ckk = −1 + ν

2h

[
∆

(
mz +

h2

12
qk,k

)]
+

2 + ν

2h
qk,k,

∆Ni −
12

h2
(Ni −mi) +

1

1 + ν

12

h2
Mkk,i +Q,i = 0.

, (19)



Mij,j −Ni +mi = 0,

Dij,j = 0,

∆Mkk = ν∆

(
h2

10
qz +

h2

60
mi,i

)
− (1 + ν)(mt,i + qz),

Dkk =
2

h3

[
−(1 + ν)∆

(
h2

10
qz +

h2

60
mt,i

)
+ (2 + ν)(mi,i + qz)

]
,

∆Mi −
60

h2
Mi + 5qi + J,i = 0.

, (20)

Из граничных условий (6) и (7) на краях пластины будем иметь свободные граничные условия для
этих интегральных величин:

N11 = 0, N12 = 0, M11 = 0, M12 = 0, M1 = 0, N1 = 0

Nij,j + qi = 0, Mij,j −Ni +mi = 0, C11 = 0, C12 = 0

C22 = −1 + ν

2h

[
∆

(
mz +

h2

12
qk,k

)]
+

2 + ν

2h
qk,k,

D11 = 0, D12 = 0,

D22 =
2

h3

[
−(1 + ν)∆

(
h2

10
qz +

h2

60
mi,i

)
+ (2 + ν)(mi,i + qz)

]
.

при x1 = − l1
2
,
l1
2

(21)



N22 = 0, N21 = 0, M22 = 0, M21 = 0, M2 = 0, N2 = 0

Nij,j + qi = 0, Mij,j −Ni +mi = 0, C22 = 0, D22 = 0,

C11 = −1 + ν

2h

[
∆

(
mz +

h2

12
qi,i

)]
+

2 + ν

2h
qk,k,

C21 = 0, D21 = 0,

D11 =
2

h3

[
−(1 + ν)∆

(
h2

10
qz +

h2

60
mi,i

)
+ (2 + ν)(mi,i + qz)

]
.

при x2 = − l2
2
,
l2
2

(22)
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Таким образом, имеем новую постановку задач о равновесии пластин в продольных усилиях, перерезы-
вающих силах и изгибающих моментах, с помощью которых непосредственно вычисляются компоненты
симметричного тензора напряжений.

Обсуждение результатов

Краевая задача в потенциалах.

Пусть внешние касательные нагрузки являются потенциальными, т.е. qi = q,i, mi = m,i . Введем в
рассмотрении для искомых переменных Mij , Nij , Dij , Cij функцию Эри в следующем виде:



Mij = (∆M − hq +Q) δij −M,ij ,

Nij = (∆N − q) δij −N,ij ,

Cij =

(
∆C +

360

h5
T − 30

h3
q

)
δij − C,ij ,

Dij = ∆D δij −D,ij

, (23)

при этом, как следствие, с учетом выражений для последних уравнений (19)-(20) можно положить
Ni = Q,i и Mi = T,i, тогда уравнения равновесия в моментах и продольных усилиях, а также вторые
уравнения относительно Cij и Dij в (19)-(20) становятся тождествами. Тогда, вместо системы из восьми
уравнений (19)-(20) будем иметь следующую систему из трех уравнений:



∆∆N = ν∆

(
mz +

h2

12
∆q

)
− (1 + ν)∆q

∆C +
720

h5
T =

1

2h

[
(2 + ν) ∆q − (1 + ν)

h2

12
∆∆q

]
− 1 + ν

2h
∆q +

60

h3
q

∆Q+
1− ν
1 + ν

12

h2
(Q−m) +

1

1 + ν

12

h2
∆M +Q = 0

(24)



∆(∆M − 2m+ 2Q) = ν
h2

10
∆(qz +

1

6
∆m)− (1 + ν)(∆m+ qz)

∆D =
2

h3

[
−(1 + ν)∆

(
h2

10
qz +

h2

60
∆m

)
+ (2 + ν)∆m+ qz)

]
∆T − 60

h2
T + T + 5q = 0

(25)

Граничные условия (21), (22) на свободных краях пластины в терминах потенциалов продольных
усилий- N , перерезывающих усилий-Q и внутренных моментов-M , а также для C, D с учетом тожде-
ственного выполнения соответствующих уравнений равновесия на границе, примет следующей вид:{

N = 0, N,i = 0, M = 0, M,i = 0,

C = 0, D = 0, Q,i = 0, T,i = 0,
при xi = ± l12 , (26)

Для простаты рассмотрим случай взаимно уравновешенных внешних нагрузок

q+
z = −q−z = qz, q+ = −q− = q, mz = 0, m = 0.

Для этих нагрузок систему уравнений (24) и (25), можно записать в более компактной форме
∆∆N = ν h

2

12 ∆∆q + ∆q(1− ν)

∆C + 720
h5 T = 1

2h

[
(2 + ν) ∆q − (1 + ν)h

2

12 ∆∆q
]
− 1+ν

2h ∆q + 60
h3 q

∆T − 60
h2T + 5q + h2

12

(
∆q − h2

12 ∆∆q
) (27)
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
∆(∆M + 2Q)− ν h

2

10 ∆qz + (1 + ν)qz = 0

∆D = 2
h3

(
−(1 + ν)h

2

10 ∆qz + (2 + ν)qz

)
∆Q+ 1−ν

1+ν
12
h2Q+ 1

1+ν
h2

12 ∆M + 7+ν
5(1+ν)qz −

h2

50 ∆qz = 0

(28)

Из (27) следует, что при q = 0 немедленно следует, что N = T = C = 0.

Действие поперечной и касательной нагрузки на пластину.

Пусть на пластину действуют произвольные самоуравновешенные нагрузки:

qz = qz(x1, x2), q = q(x1, x2)

Для рассматриваемой краевой задачи как следует из граничных условий (26), для потенциалов
решение можно представить в виде бесконечных тригонометрических рядов следующего вида:

N(x1, x2)
M(x1, x2)
Q(x1, x2)
T (x1, x2)
C(x1, x2)
D(x1, x2)

 =

∞∑
n=0

∞∑
m=0


Nnm
Mnm

Qnm
Tnm
Cnm
Dnm

ϕnm(x1, x2), (29)

где

ϕnm(x1, x2) =

[
sin

2nπ

l1
x1 −

1

3
sin

6nπ

l1
x1

] [
sin

2mπ

l2
x2 −

1

3
sin

6mπ

l2
x2

]
базисные функции точно удовлетворяют граничным условиям. При этом эти базисные функции

в виде бинома являются ортонормированными, тем самым обеспечивая полноту решений (29), в виде
бесконечного тригонометрического ряда. Откуда следует, внешние нагрузки qz(x1, x2) и q (x1, x2) также
должны разложены в бесконечный тригонометрический ряд по этим базисным функциям. Тогда вместо
системы дифференциальных уравнений получим следующую систему алгебраических уравнений:

Nnm = − qznmγ2
nm

(
1 + ν

h2γ2
nm

12

)
,

Mnm = − 1
γ4
nm

[
1 + ν + ν

h2γ2
nm

60

]
qnm + 2Qnmγ2

nm
,

Qnm = 1
12h(1+ν)

[
1

2h2γ2
nm

(
1 + ν

h2γ2
nm

12

)
qnm − h2γ2

nmqznm

]
,

Tnm = 1
60

1

1+
h2γ2nm

60

[
5− (2+ν)h2γ2

nm

12(1+ν)
h4γ4

nm

144

]
qnm,

h2Cnm = 1+ν
4

(
1− h2γ2

nm

12

)
qnm + 1440

h3γ2
nm
Tnm,

h3Dnm = − 1
γ2
nm

(
1− (1+ν)h2γ2

nm

10(2+ν)

)
qznm − 480

h2γ2
nm
Qnm

, (30)

где

Y 2
nm =

5

9

[(
2nπ

l1

)2

+

(
2mπ

l2

)2
]
,

{
qzmn

qnm

}
=

∫ l1
2

− l12

∫ l2
2

− l22

{
qz(x1, x2)

q(x1, x2)

}
ϕnm(x1, x2) dx1dx2

В качестве внешней нормальной нагрузки рассмотрим воздействие поперечной, приложенной в точ-
ке M(X10, X20), самоуравновешенной сосредоточенной силы, при z = ±h/2, на свободную пластину

qZ(x1, x2) = P δ(x1 − x10) δ(x2 − x20), (31)

где δ(x) - функция Дирака
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А для потенциала касательной нагрузки введем следующую функцию:

q(x1, x2) =
q0

4

[
H(x1 − x10)−H(x10 − x1)

][
H(x2 − x20)−H(x20 − x2)

]
, (32)

откуда, для касательных нагрузок будем иметьq1(x1, x2) =
q0

2
δ(x1 − x10)

[
H(x2 − x20)−H(x20 − x2)

]
,

q2(x1, x2) =
q0

2

[
H(x1 − x10)−H(x10 − x1)

]
δ(x2 − x20).

, (33)

Тогда для коэффициентов внешних нагрузок будем иметь :{
qzmm

qnm

}
=

∫ l1
2

− l12

∫ l2
2

− l22

P δ(x1 − x10) δ(x2 − x20)
q0

4

[
H(x1 − x10)−H(x10 − x1)

][
H(x2 − x20)−H(x20 − x2)

]ϕmm(x1, x2) dx1dx2 =


= P

[
sin

2nπ

l1
x10 −

1

3
sin

6nπ

l1
x10

] [
sin

2mπ

l2
x20 −

1

3
sin

6mπ

l2
x20

]
,

q0

16m2n2

[
cos

2nπ

l1
x10 − cos

6nπ

l1
x10

] [
cos

2mπ

l2
x20 − cos

6mπ

l2
x20

]


Таким образом, что при x10 = 0, x10 = 0 рассматриваемая задача по всем осям становится абсолютно
симметричной, для которой в точке приложения самоуравновешенной сосредоточенной силы значение σzz
бесконечно. Все остальные компоненты напряжений для рассматриваемой задачи тривиальны.

Основная выводы

1. Впервые предложена неклассическая теория пластин в напряжениях, на основе трехмерной тео-
рии упругости.

2. В отличие от известных подходов, полученные разрешающие уравнения и граничные условия в
напряжениях являются корректными и замкнутыми.

3. В предложенной теории достигнуто одновременное выполнение уравнений равновесия и совмест-
ности напряжений Бельтрами - Митчелла.
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REZYUME

Mazkur maqolada plastinalar nazariyasining kuchlanishlardagi yangicha talqini taklif etilgan.
Bo‘ylama kuch, qirquvchi kuch va ichki momentlar terminida yechimga ega bo‘lgan
tenglamalar olingan. Plastinalar uchun kuchlanishlardagi chegaraviy shartlar shakllantirilgan.
Kuchlanishlarda olingan yechimlar bir vaqtning o‘zida ham muvozanat tenglamalarini, ham
kuchlanishlarning birgalikdagi tenglamasi bo‘lgan Beltrami-Mitchell tenglamalarini qanoatlantiradi.
O‘zaro muvozanatlashgan yuklanishlar ta’siri ostida bo‘lgan plastina uchun chegaraviy masala
shakllantirilgan. Ba’zi amaliy masalalarga yechim topilgan.

Kalit so’zlar: Elastiklik nazariyasi, kuchlanishlardagi masala, parallelepiped, kuchlanish potensiali,
o‘zaro muvozanatlashgan yuklanish, plastina, Beltrami-Mitchell

RESUME

In this work, a new theory of plates in terms of stresses is proposed. Governing equations are derived
in terms of axial forces, shear forces, and internal moments. Boundary conditions for stress-based
plate theory are formulated. The obtained stress solutions simultaneously satisfy the equilibrium
equations and the Beltrami–Mitchell stress compatibility conditions. A boundary value problem is
formulated for a plate subjected to self-equilibrated loads. Some applied problems are solved.

Key words: Theory of elasticity, stress-based formulation, parallelepiped, stress potential, self-
equilibrated loads, plate, Beltrami-Mitchell
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УДК 512.548

О НОРМАЛЬНЫХ ФОРМАХ И НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ЛИНЕЙНЫХ
КВАЗИГРУПП И КВАЗИГРУПП СМЕШАННОГО ТИПА ПЕРВОГО (ВТОРОГО)

РОДА

Давлатбеков А. А.
Денауский институт предпринимательства и педагогики, Термез
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Собирова М. Р.

Денауский институт предпринимательства и педагогики, Термез
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РЕЗЮМЕ
Квазигруппы, главным образом изотопные группе, абелевой группе, особую роль играют ли-
нейные квазигруппы, алинейные квазигруппы, обобщённые линейные квазигруппы (линейные
(слева), справа, алинейные (слева), справа, смешанного типа первого (второго) рода) и Т-
квазигруппы. В данной работе даётся характеристика обобщённых линейных квазигрупп, а
также линейных квазигрупп с помощью Λ- форм квазигруппы. Следует отметить, что в рабо-
тах [1-2] некоторые свойства Т-квазигруппы в [3] линейной квазигруппе, в [4] левых (правых)
линейных квазигрупп изучались с помощью квазигрупп Λ-формы. Аналогично для квазиг-
руппы смешанного типа первого (второго) рода эти свойства доказаны с помощью Λ-формы
квазигрупп. Кроме того, устанавливается связь между различными видами квазигруппы сме-
шанного типа первого (второго) рода с T-квазигруппы.
Ключевые слова: алинейная квазигруппа, линейная квазигруппа, форма квазигруппы, ква-
зигруппа смешанного типа первого рода квазигруппа смешанного второго рода, эндоморфизм,
антиавтоморфизм, квазиавтоморфизм, T-квазигруппа.

В теории линейных квазигрупп важную роль играют группы, изотопные этим квазигруппам. Мно-
гие результаты, а также важную информацию о структуре линейной квазигруппы можно получить по-
средством изотопной группы. Понятие изотопии на квазигруппы следующим образом, что квазигруппа
(Q,Ω) моноиду, полугруппе, группе, абелевой группе (Q,+), если для n−арной операции A ∈ Ω существу-
ют подстановки αA1 , αA2 , . . . , αAn , βAn множества Q такие, что

(x1, x2, . . . , xn) = β−1
A

(
αA1 x1, α

A
2 x2, . . . , α

A
nxn

)
,

для всех x1, x2, . . . , xn ∈ Q . Если βA = 1 (1− единичное отображения) для всех A ∈ Ω, то изотопия
называется главной.

Квазигруппа (Q, ·)называется «линейной над группой» (Q,+) , если (Q, ·) имеет вид x · y = ϕx +
c+ ψ y где ϕ,ψ ∈ Aut(Q,+) ,c− фиксированный элемент множества Q, [5].

Квазигруппа (Q, ·) называется «смешанного типа первого (второго) рода над группой» (Q,+), если
(Q, ·) имеет вид: x · y = ϕx+ c+ ψ̄ y (x · y = ϕ̄ x+ c+ ψ y ) , где ϕ (ψ) ∈ Aut(Q,+), ψ̄ (ϕ̄) ∈ Aaut(Q,+),c−
фиксированный элемент множества Q, [6].

Все необходимые сведения о Λ− форме квазигруппы можно найти в работах [7-9].
Определение. Пусть(Q, ·) - квазигруппа смешанного типа первого (второго) рода: x · y = ϕx +

c+ ψ̄ y (x · y = ϕ̄ x+ c+ ψ y ) , четверка
(
(Q,+), ϕ, ψ̄, c

)
(((Q,+) , ϕ̄, ψ, c) ) где ϕ (ψ) ∈ Aut(Q,+), ψ̄ (ϕ̄) ∈

Aaut(Q,+),- c− фиксированный элемент множества Q, это называется нормальной формой квазигруппы
(Q, ·) и обозначается следующим образом: Λ =

(
(Q,+), ϕ, ψ̄, c

)
(Λ = (((Q,⊕) , α, ψ, c) ) ) . Группа (Q,+)

называется Λ - группой квазигруппы (Q, ·) .
Доказательство. Из условиях леммы следует, что x · y = ϕ1x+ c1 + ψ̄1y = ϕ2x⊕ c2 ⊕ ψ̄2y, x · y =

R+
c1ϕ1x + ψ̄1y = R⊕c2ϕ2x ⊕ ψ̄2y где R+

c1ϕ1x = ϕ1x + c1, R
⊕
c2ϕ2x = ϕ2x ⊕ c2 то есть группы (Q,+) и (Q,⊕)

изотопны, тогда по теоремм Алберта [8] группы (Q,+) и (Q,⊕) изоморфны, то есть (Q,+) ∼= (Q,⊕) .
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Следствие 1. Пусть (Q, ·) - квазигруппа смешанного типа второго рода, имеющая две сме-
шанного типа второго рода Λ - формы Λ1 = ((Q,+), ϕ̄1, ψ1, c1)и Λ2 = ((Q,⊕), ϕ̄2, ψ2, c2) , где
ψ1 ∈ Aut(Q,+),ϕ̄1 ∈ Aaut(Q,+) и ψ2 ∈ Aut(Q,⊕),ϕ̄2 ∈ Aaut(Q,⊕), c1, c2 ∈ Q. Тогда группы (Q,+) и (Q,⊕)
изоморфны, то есть (Q,+) ∼= (Q,⊕) .

Лемма 2. Пусть (Q, ·) и (Q, ∗) квазигруппа смешанного типа первого рода над одной группой
(Q,+) :x · y = ϕ1x + ψ̄1y и x ∗ y = ϕ2x + ψ̄2y где c1, c2 = 0 нулевой элемент группы (Q,+) .Тогда
квазигруппа (Q, ·) и (Q, ∗) изотопны, причем изотопия имеет вид − (α, β, ε) , такой, что α ∈ Aut(Q,+) и
β ∈ Aaut(Q,+).

Доказательство. Из условиях леммы имеем x ·y = ϕ1x+ ψ̄1y и x∗y = ϕ2x+ ψ̄2y, тогда если x+y =
ϕ−1

1 x·ψ̄−1
1 y и x+y = ϕ−1

2 x∗ψ̄−1
2 y то ϕ−1

1 x·ψ̄−1
1 y = ϕ−1

2 x∗ψ̄−1
2 y или ϕ−1

1 x·ψ̄−1
1 y = ϕ−1

2 ϕ1x∗ψ̄−1
2 ψ̄1y = αx∗βy,

где α = ϕ−1
2 ϕ1,β = ψ̄−1

2 ψ̄1 поэтому α ∈ Aut(Q,+) и β ∈ Aaut(Q,+).

Следствие 2. Пусть (Q, ·) и (Q, ∗) квазигруппа смешанного типа второго рода над одной группой
(Q,+) :x·y = ϕ̄1x+ψ1y и x∗y = ϕ̄2x+ψ2y где c1, c2 = 0 нулевой элемент группы (Q,+) .Тогда квазигруппа
(Q, ·)и (Q, ∗) изотопны, причем изотопия имеет вид − (α, β, ε) , такой, что β ∈ Aut(Q,+) и α ∈ Aaut(Q,+).

Теорема 1. Пусть (Q1, ·) линейные квазигруппы x · y = ϕx + c1 + ψ y: Λ1 = ((Q1,+), ϕ, ψ, c1)
их нормальные формы и (Q2, ◦) алинейные квазигруппы x ◦ y = ϕ̄ x ⊕ c2 ⊕ ψ̄ y: Λ2 =

(
(Q2,⊕), ϕ̄, ψ̄, c2

)
их нормальные формы, γ : (Q1, ·) → (Q2, ◦) гомоморфизм квазигруппы (Q1, ·) в (Q2, ◦) . Положим η1x =
γ x ∗ γ0, η2x = ∗γ 0 ⊕ γ0 для любого x ∈ Q1. Тогда η1 и η2 гомоморфизм группы (Q1,+) в (Q2,⊕) и
η1ϕ = ϕ̄η1 ,η2ψ = ψ̄1η2 , Кроме того η1 (η2) ,−взаимно однозначно тогда и только тогда, когда γ− взаимно
однозначно.

Доказательство. Пусть γ : (Q1,+)→ (Q2,⊕) гомоморфизм, то есть

γ (x · y) = γ x ◦ γ y,

γ (ϕx+ c1 + ψ y) = ϕ̄γ x⊕ c2 ⊕ ψ̄γ y. (4)

Положим в () y = ψ−1(−c1),

γϕ x = ϕ̄γ x⊕ c2 ⊕ ψ̄γ ψ−1(−c1) = ϕ̄γx⊕ c3, (5)

где c3 = c2 ⊕ ψ̄γ ψ−1(−c1).

Аналогично положив () x = ϕ−1(−c1), получим

γψ y = ϕ̄γ ϕ−1(−c1)x⊕ c2 ⊕ ψ̄γ y = c4 ⊕ ψ̄γy, (6)

где c4 = ϕ̄γ ϕ−1(−c1)x⊕ c2.
Теперь, при x = ϕ−1(−c1), y = ψ−1(−c1) из () следует

γ(−c1) = ϕ̄γ ϕ−1(−c1)⊕ c2 ⊕ ψ̄γ ϕ−1(−c1) = c4 ∗ c2 ⊕ c3, (7)

Из (),(),(),() следует

γ (x+ y) = γ
(
ϕϕ−1x+ c1 + ψ ψ−1 (−c1 + y)

)
= ϕ̄γϕ−1y ⊕ c2 ⊕ ψ̄γψ−1 (−c1 + y) =

= γϕ1 ϕ
−1x ∗ c3 ⊕ c2 ∗ c4 ⊕ γψ ψ−1 (−c1 + y) = γ x ∗ c3 ⊕ c2 ∗ c4 +⊕γ (−c1 + y) =

= γ x ∗ (c4 ∗ c2 ⊕ c3)⊕ γ (−c1 + y) = γx ∗ γ (−c1)⊕ γ (−c1 + y) ,

γ (x+ y) = γ x ∗ γ (−c1)⊕ γ (−c1 + y) . (8)

Аналогично

γ (x+ y) = γ
(
ϕϕ−1 (x− c1) + c1 + ψψ−1y

)
= ϕ̄γϕ−1 (x− c1)⊕ c2 ⊕ ψ̄γ ψ−1y =

= γϕϕ−1 (x− c1) ∗ c3 ⊕ c2 ∗ c4 ⊕ γβ1 β
−1
1 y = γ (x− c1) ∗ c3 ⊕ c2 ∗ c4 ⊕ γy =

= γ (x− c1) ∗ (c4 ∗ c2 ⊕ c3)⊕ γy = γ (x− c1) ∗ (−c1)⊕ γy,

γ (x+ y) = γ x ∗ γ (−c1)⊕ γ (−c1 + y) . (9)
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при y = −c1 получаем
γ (x− c1) = γ x ∗ γ (−c1)⊕ γ (−2c1) . (10)

Положим значение γ (x− c1) в (), учитывая ():

γ (x+ y) = γ x ∗ γ (−c1)⊕ γ (−2c1) ∗ γ (−c1)⊕ γ y .

Положим в (), x = y = 0:
γ0 = γ 0 ∗ γ (−c1)⊕ γ (−2c1) ∗ γ (−c1)⊕ γ 0 .

Тогда
γ0 = γ (−c1)⊕ γ (−2c1) ∗ γ (−c1) .

Следовательно (), имеет вид
γ (x+ y) = γx ∗ γ0⊕ γy .

Определим следующие отображения Q1 в Q2.

η1x = γx ∗ γ0 , η2x = ∗γ0⊕ γy.

Легко заметить, что η1 и η2 групповые гомоморфизмы. Действительно,
η1 (x+ y) = γ (x+ y)∗γ0 = γx∗γ0⊕γ y∗γ0 ,η1x⊕η1y = γx∗γ0⊕γ y∗γ0 .Следовательно, η1 (x+ y) = η1x⊕η1y.

Второе проверяется аналогично. Далее, учитывая определение η1−и () имеем: η1ϕx = γϕx ∗ γ0 =
ϕ̄ γx⊕c3−γ0 . Пусть в () x = 0,тогда получим γ0 = ϕ̄η0x⊕c3, откуда c3∗γ0 = ∗ϕ̄η0. Следовательно, η1ϕx =
ϕ̄ γx∗ϕ̄γ0 = ϕ̄ (γx ∗ γ0) = ϕ̄η1x ,то есть η1ϕ = ϕ̄η1.Аналогично, η2ψ x = ∗ψ̄ γ0⊕ψ̄γx = ψ̄ (∗γ0⊕ γx) = ψ̄η2x ,
то есть η2ψ = ψ̄η2.

Следствие 3. Пусть (Q1, ·) линейные квазигруппы x ·y = ϕ1x+c1 +ψ1y: Λ1 = ((Q1,+), ϕ1, ψ1, c1)
их нормальные формы и (Q2, ◦) квазигруппы смешного типа первого рода x ◦ y = ϕ2x ⊕ c2 ⊕ ψ̄2y: Λ2 =(
(Q2,⊕), ϕ2, ψ̄2, c2

)
их нормальные формы, γ : (Q1, ·) → (Q2, ◦) гомоморфизм квазигруппы (Q1, ·) в

(Q2, ◦) . Положим η1x = γ x ∗ γ0, η2x = ∗γ 0 ⊕ γ0 для любого x ∈ Q1 Тогда η1 и η2 гомоморфизм группы
(Q1,+) в (Q2,⊕) и η1ϕ1 = ϕ2η1 ,η2ψ1 = ψ̄2η2 , Кроме того η1 (η2) ,− взаимно однозначно тогда и только
тогда, когда γ− взаимно однозначно.

Следствие 4. Пусть (Q1, ·) квазигруппы смешанного типа второго рода x · y = ϕ̄1x ⊕ c1 ⊕ ψ1y:
Λ1 = ((Q1,⊕), ϕ̄1, ψ1, c1) их нормальные формы и (Q2, ◦) линейные квазигруппы x ◦ y = ϕ2x+ c2 + ψ2y:
Λ1 = ((Q1,+), ϕ2, ψ2, c2) их нормальные формы, γ : (Q1, ·) → (Q2, ◦) гомоморфизм квазигруппы (Q1, ·)
в (Q2, ◦) . Положим η1x = γ x ∗ γ0, η2x = ∗γ 0⊕ γ0 для любого x ∈ Q1. Тогда η1 и η2 гомоморфизм группы
(Q1,+) в (Q2,⊕) и η1ϕ1 = ϕ̄2η1 ,η2ψ1 = ψ2η2 , Кроме того η1 (η2) ,−взаимно однозначно тогда и только
тогда, когда γ− взаимно однозначно.

Ввиду того, что доказательство следствий 3 и 4 почти полностью повторяет доказательство теоремы
1, считаем, что нет необходимости приводить доказательство следствий 3 и 4.

Лемма 3. Пусть (Q, ·) линейная слева квазигруппа x · y = ϕx+ c + β y и (Q, ◦) алинейная справа
квазигруппа x ◦ y = αx⊕ c1 ⊕ ψ̄ y . Квазигруппы (Q, ·) и (Q, ◦) являются квазируппой смешанного типа
первого рода, тогда и только тогда, когда β и α являются квазиавтоморфизмом группой (Q,+) и (Q,⊕)

Доказательство. Пусть

x · y = ϕx+ c+ β y = αx⊕ c1 ⊕ ψ̄ y , (11)

где β и α подстановки множества Q , ϕ ∈ ut (Q,+) , ψ̄−антиавтоморфизм группы (Q,⊕) , и c, c1− фик-
сированный элемент множества Q Тогда из равенства () получим

x · y = L̃+
ϕxτ y = L̃⊕σ xψ̄ y , (12)

где τ = c+β y и σ = αx⊕c1. Из равенства () следует, что группы (Q,+) и (Q,⊕) главно изотопны, потому
по теореме Алберта [7], если две группы изотопны то они изомофны. Более того, из доказательства этой
теоремы следует, что существует, такой элемент, как 0 ∈ Q ,что

L̃0 (x+ y) = L̃0x⊕ L̃0y ,
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где L̃0x = 0 + x . Тогда и равенство () получим

L̃0

(
L̃+
ϕEτ y

)
= L̃0L̃

+
σ xL̃0ψ̄ y ,

или
ϕx+ τ L̃−1

0 y = σ x+ L̃0ψ̄L̃
−1
0 y , (13)

Положим в равенстве () x = 0 , тогда ϕ0+τ L̃−1
0 y = σ 0+ L̃0ψ̄L̃

−1
0 y или τ L̃−1

0 y = 2+ L̃0ψ̄L̃
−1
0 y, τ L̃−1

0 y = 2+
ψ̄1y, где 2 = σ 0, L̃0ψ̄ L̃

−1
0 = ψ̄1−антиавтоморфизм группы (Q,+) . По лемме 2.5 [7]τ L̃−1

0 ,а следовательно
τ−квазиантиавтоморфизмы группы (Q,+) . Так как L̃0 = L̃−1

0 −квазиантиавтоморфизмы этой группы
(Q,+) . Поэтому τ L̃−1

0 y = s+ ψ̄2y, s ∈ Q , а x · y = ϕx+ c+ ψ̄2y ,ψ̄−антиавтоморфизм группы (Q,+) ,ϕ ∈
ut (Q,+) . То есть (Q, ·)− квазируппа смешанного типа первого рода.

Таким образом, верна следующее следствие.
Следствие 5. Пусть (Q, ·) линейная справа квазигруппа x · y = αx + c + ψ y и (Q, ◦) алинейная

слева квазигруппа x ◦ y = ϕ̄ x ⊕ c ⊕ β y . Квазигруппа (Q, ·) и (Q, ◦) является квазируппой смешанного
типа второго рода, тогда и только тогда, когда α и β являются квазиавтоморфизмом группы (Q,+) и
(Q,⊕) .

Лемма 4. Пусть (Q, ·) квазируппа смешанного типа первого рода x ·y = ϕx+c+ψ̄y над некоторой
группой (Q,+) и (Q, ◦) , а квазируппа смешанного типа второго рода x ◦ y = ϕ̄x ⊕ c1 ⊕ ψ y над некото-
рой группой (Q,⊕). Тогда квазигруппы (Q, ·) и (Q, ◦) является Т-квазигруппой, если Rkϕ̄R−1

k является
антиавтоморфизмом группы (Q, +) .

Доказательство. Пусть (Q, ·) квазируппа смешанного типа первого рода над некоторой группой
и (Q, ◦) квазируппа смешанного типа второго рода над некоторой группой

x · y = ϕx+ c+ ψ̄y = ϕ̄x⊕ c1 ⊕ ψ y (14)

где ϕ ∈ Aut (Q, +) , ψ̄ ∈ Aaut (Q, +) , ψ ∈ Aut (Q, ⊕) , ϕ̄ ∈ Aaut (Q, ⊕) .
Тогда

x · y = ϕx+ αy = ϕ̄x⊕ βy, (15)

где αy = c + ψ̄ y, βy = c̄ ⊕ ψ̄ y. α, β- подстановка множества Q. Тогда по теореме Альберта (теорема 1.4
[7]) (Q, +) ∼= (Q, ⊕), более того, существует элемент k ∈ Q такой, что

Rk (x⊕ y) = Rkx+Rky, (16)

где Rkx = x+ k. Учитывая, это в (), получаем

Rk
(
Jϕ−1x⊕ αy

)
= Rkϕ̄

−1x+Rkβy

или
ϕx+ αy = ϕ̄x+ k + βy.

Положим y = 0: ϕx + α0 = ϕ̄x + k + β0. Тогда ϕx + α0 − β0 − k = ϕ̄x, ϕ̄x = ϕx + p = Rhϕx, где
p = α0− β0− k.

Подстановка Rkϕ̄R−1
k является антиавтоморфизмом группы (Q, +), действительно,

Rkϕ̄R
−1
k (x+ y) = Rkϕ̄

(
R−1
k x⊕R−1

k y
)

=
= Rk

(
ϕ̄R−1

k y ⊕ ϕ̄R−1
k x

)
= Rkϕ̄R

−1
k y +Rkϕ̄R

−1
k x.

Учитывая, что Rkϕ̄R−1
k = RkRpϕR

−1
k . Следовательно,

RkRpϕR
−1
k (x+ y) = RkRpϕR

−1
k y +RkRpϕR

−1
k x,

ϕ (x+ y − k) + p+ k = ϕ (y − k) + p+ k + ϕ (x− k) + p+ k,
ϕ (x+ y − k) = ϕ (y − k) + p+ k + ϕ (x− k) ,
ϕx+ ϕy − ϕk = ϕy − ϕk + p+ k + ϕx− ϕk,
ϕx+ ϕy = ϕy − ϕk + p+ k + ϕx

Положим x = y = 0 : 0 = −ϕk + p+ k. Тогда ϕx+ ϕy = ϕy + ϕx или x+ y = y + x, то есть группа (Q, +)
- абелева. Следовательно, (Q, ·) T-квазигруппа.
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REZYUME

Kvaziguruhlar asosan gruppaga izotop bo’lgan kvaziguruhlar, Abel guruhga izotop kvaziguruhlar
bilan bog’liq bo’lib, chiziqli kvaziguruhlar, achiziqli kvaziguruhlar, umumlashtirilgan chiziqli
kvaziguruhlar (chapdan chiziqli, o’ngdan chiziqli, chapdan achiziqli, o’ngdan achiziqli, aralash
turdagi birinchi (ikkinchi) turdagi) hamda T-kvaziguruhlar muhim o’rin tutadi. Ushbu ishda
umumlashtirilgan chiziqli kvaziguruhlar hamda chiziqli kvaziguruhlar Λ-shaklli kvaziguruhlar
yordamida tavsiflanadi. Ta’kidlash lozimki, manbalarda [1-2] T-kvaziguruhlarning ba’zi
xususiyatlari, [3] chiziqli kvaziguruhlarda, [4] chap (o’ng) chiziqli kvaziguruhlarda Λ-shaklli
kvaziguruhlar yordamida o’rganilgan. Shuningdek, birinchi (ikkinchi) turdagi aralash turdagi
kvaziguruhlar uchun ham bu xususiyatlar Λ-shaklli kvaziguruhlar yordamida isbotlangan. Bundan
tashqari, birinchi (ikkinchi) turdagi aralash turdagi kvaziguruhlar bilan T-kvaziguruhlar o’rtasidagi
bog’lanish aniqlangan.

Kalit so‘zlar: achiziqli kvazigruppa, chiziqli kvazigruppa, kvazigruppa shakli, birinchi turdagi
aralash kvazigruppa, ikkinchi turdagi aralash kvazigruppa, endomorfizm, antiavtomorfizm,
kvaziavtomorfizm, T-kvazigruppa.

RESUME

Quasigroups, mainly isotopic groups, Abelian groups, a special role is played by linear quasigroups,
alinear quasigroups, generalized linear quasigroups (linear (left), right, alinear (left), right, mixed
type of the first (second) kind) and T -quasigroups.

This paper provides a description of generalized linear quasigroups, as well as linear quasigroups using
the forms of the quasigroup. It should be noted that in [1-2] some properties of the T-quasigroup
in [3] linear quasigroups, in [4] left (right) linear quasigroups were studied Λ-form quasigroups.
Similarly, for a quasigroup of mixed type of the first (second) kind, these properties are proved using
Λ-form of quasigroups. In addition, a connection is established between different types of mixed-type
quasigroups of the first (second) kind with T -quasigroups.

Key words: alinear quasigroup, linear quasigroup, Λ-form quasigroup, quasigroup of mixed type
of the first kind, quasigroup of mixed type of the second kind, endomorphism, anti-automorphism,
quasi-automorphism, T -quasigroup.
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ЦЕНТРАЛЬНАЯ ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА И ОЦЕНКА ОСТАТОЧНОГО
ЧЛЕНА В ЦЕНТРАЛЬНОЙ ПРЕДЕЛЬНОЙ ТЕОРЕМЕ (Ц.П.Т) ДЛЯ
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РЕЗЮМЕ.

В работе рассматривается фиксированный линейный процесс Xkn =
∑∞
j=0 ajnξk−j,n− где k ∈ Z

и для него доказывается центральная предельная теорема и указывается оценка скорости сходимости
к нулю распределения Xkn с некоторой нормировкой к Φ(x) = 1√

2π
e−

x2

2 − распределению стандартной
нормальной величины N(0, 1).

Ключевые слова. Линейный процесс, центральная предельная теорема, неравномерная оценка в
центральной предельной теореме.

Введение и вспомогательные утверждения

Пусть {ξin, i ∈ Z}− последовательность случайных величин (с.в.) заданных на вероятностном про-
странстве (Ω,A, P ) и {ain, i = 0, 1, 2, .., n ≥ 1}− числовая последовательность.

Определение 1. Если ряд

Xkn =

∞∑
i=0

ainξk−i,n

сходится с вероятность 1, то последовательность случайных величин {Xkn, k ∈ Z} называется линейным
процессом с коэффициентами {ain, i = 0, 1, 2, ..., n ≥ 1} и порожденный инновационной последовательно-
стью {ξin, i ∈ Z}.

Замечание 1. Если линейный процесс {Xkn} порожден инновационной последовательностью
{ξjn, j ∈ Z, n ≥ 1}− независимых случайных величин и выполнены условия
Eξjn = 0, Eξ2

jn = σ2
jn < ∞ и

∑∞
j=0 a

2
jσ

2
k−j < ∞, то согласно теореме Хинчина-Колмогорова ряд∑∞

i=0 ainξk−i,n сходится с вероятностью 1 и в этом случае линейный процесс определен вполне корректно.
Сравнивая результаты, полученные для обычных и взвешенных сумм можно заключить, что на

случай взвешенных сумм переноситься далеко не все факты, доказанные для обычных сумм. В частном
случае взвешенных сумм S(v) :=

∑∞
j=0 v

jξj , где 0 < v < 1 – для схем суммирования независимых с.в. по
Абелю в этом вопросе удается продвинутся значительно дальше cм([1],[7]).

Аналог известной теоремы Берри-Эссена для S(v) получен в работе [4]. Дальнейшие исследования
по предельным теоремам для схеме суммирования независимый с.в. по Абелю, когда каждая ξj имеет
различные распределения проводились С.Х.Сираждиновым и М.У.Гафуровым [7], Т.А.Азларовым и Б.
Мередовым [1]. Эти работы посвящены доказательству ц.п.т. и неравномерной оценки остаточного члена
в ц.п.т. для Абелевой суммы S(v). В последние годы возрос интерес к изучению асимптотики Абелевой
суммы S(v) с неслучайными коэффициентами при v → 1− в связи c тем, что, к этой схеме суммирования
приводят многие прикладные задачи.

Легко заметить, что Абелевые суммы являются линейными процессами имеющий вид X0 =
∞∑
j=0

vjζ−j , ζ−j = ξj , j = 0, 1, 2, ... и поэтому возникает естественный вопрос остаются ли справедливыми

результаты, полученные для Абелевых сумм и для общих линейных процессов. Ответ на поставленный
вопрос положителен по крайней мере в случае центральной предельной теореме.
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В данной работе рассматривается фиксированный линейный процесс Xkn =
∑∞
j=0 ajnξk−j,n− где

k ∈ Z и для него доказывается центральная предельная теорема и указывается неравномерная оценка
скорости сходимости к нулю распределения Xkn с некоторой нормировкой к Φ(x)− распределению стан-
дартной нормальной случайной величины N(0, 1).

В следующем разделе мы используем известное моментное неравенство Розенталя для сумм неза-
висимых с.в.

Лемма 1. (см. [5]) Пусть η1n, η2n, ..., ηnn набор независимых с.в. с Eηjn = 0, E |ηjn|t < ∞, j =
1, 2, ..., n, t ≥ 2. Тогда

E

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ηjn

∣∣∣∣∣∣
t

≤ c(t) max


n∑
j=1

E |ηjn|t ,

 n∑
j=1

Eη2
jn

t/2
 ,

где c(t)− постоянная, зависящая только от t.
Для установления ц.п.т. для Xkn мы используем следующую ц.п.т. Линдеберга, доказательство этой

теоремы можно найти, например, в книге [3], стр. 187, теорема 5 и теорема 7А.
Теорема 1. Пусть ηn1, ηn2, ..., ηnn, n ≥ 1− cсерии случайных величин с Eηkn = 0, Eη2

kn = σ2
kn <

∞.
1) Если выполнено условие Линдеберга: для любого ε > 0

Λn)
1

B2
n

n∑
k=1

Eη2
knI {|ηkn| ≥ εBn} → 0, n→∞.

где B2
n =

∑n
j=1 σ

2
kn. Тогда P

(
ζn
Bn
≤ x

)
−−−−→
n→∞

Φ(x) равномерно по x.

2) Если Eη3
jn <∞, j = 1, 2, ..., n, то справедлива оценка

∆n = sup
x

∣∣∣∣P ( ζn
Bn
≤ x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣ ≤ CL1/4
3n ,

где C абсолютная постоянная и L3n =
∑n
j=1 E|ηjn|

3

B3
n

.

При получении оценок остаточного члена в ц.п.т. для линейного процесса {Xk} потребуется следу-
ющая несколько видоизменённая оценка А.Бикялиса [2] в ц.п.т. для независимых с.в.

Лемма 2. (см. [2]) Пусть η0, η1, η2, ..., ηn+1− независимые случайные величины, Mηj = 0 и для
некоторого положительного s; 2 < s ≤ 3,

βj,s = |ηj |s <∞ (j = 0, 1, 2, ..., n+ 1). Введем следующие обозначения:

σ2
j = Mη2

j , B
2
n =

n+1∑
j=0

σ2
j , Ls =

∑n+1
j=0 |ηj |

s

Bsn
,∆n(x) =

∣∣∣∣∣∣P
B−1

n

n∑
j=1

ηj ≤ x

− Φ(x)

∣∣∣∣∣∣ .
Тогда справедливо следующее неравенство:

∆n(x) ≤ C(s)

(1 + |x|)s
Ls, (1)

где C(s) положительное постоянное, зависящее только от s.
При получении оценки остаточного члена в ц.п.т. мы используем следующий общеизвестный утвер-

ждения (см, например [5]).
Лемма 3. Пусть X и Y с.в., F (x) функция распределения и ε− произвольное положительное число.

Тогда справедливо неравенство

sup
x
|P (X + Y ≤ x)− F (x)| ≤ sup

x
|P (X ≤ x)− F (x)|+

sup
x
|F (x+ ε)− F (x)|+ P (|Y | > ε) .
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Основные результаты

Лемма 4. Если линейный процесс {Xkn, k ∈ Z} порожден инновационной последовательностью
{ξjn, j ∈ Z, n ≥ 1}− независимых случайных величин, удовлетворяющих условиям

Eξjn = 0, E |ξjn|t = βjn,t <∞; t ≥ 2,

имеет коэффициенты {ain, i = 0, 1, 2, ..., n ≥ 1}, то для любого l = 0, 1, 2, ... справедливо неравенство

E

∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=l

ajnξk−j,n

∣∣∣∣∣∣
t

≤ c(t)

 ∞∑
j=l

|ajn|t βk−j,n,t +

 ∞∑
j=l

a2
jnσ

2
k−j,n

t/2
 ,

где c(t)− постоянная, зависящая только от t.
Доказательство леммы следует из неравенства Розенталя (лемма 1.1): пусть l произвольное целое

неотрицательное число. Тогда, используя неравенство Розенталя для любого заданногоm ≥ l, справедливо
неравенство

E

∣∣∣∣∣∣
m∑
j=l

ajnξk−j,n

∣∣∣∣∣∣
t

≤ c(t)

 m∑
j=l

|ajn|t βk−j,n,t +

 m∑
j=l

a2
jnσ

2
k−j,n

t/2
 . (2)

Теперь используя теорему о монотонной сходимости, мы из неравенства (2) при m→∞ получим доказа-
тельство леммы.

Теорема 2. Пусть Xkn =
∑∞
j=0 ajnξk−j,n− линейный процесс, порожденный инновационной после-

довательностью {ξjn, j ∈ Z, n ≥ 1} независимых случайных величин с Eξjn = 0, σ2
jn = Eξ2

jn < ∞,
имеющий коэффициенты {ajn, j = 0, 1, 2, ..., n ≥ 1} и выполнено условие

∑∞
j=0 a

2
jnσ

2
k−j,n < ∞. Кроме

того, если при n→∞ ∑∞
j=n+1 a

2
jnσ

2
k−j,n∑n

j=0 a
2
jnσ

2
k−j,n

→ 0 (3)

и выполнено следующее условие Линдеберга: для любого положительного ε при n → ∞ справедливо
соотношение

Λn =
1

B2
n

n∑
j=0

a2
jnEξ

2
k−j,nI{|ajnξk−j,n| > εBn} → 0, (4)

где B2
n =

∑n
j=0 a

2
jnσ

2
k−j,n. Тогда при n→∞

Xkn

Bn

D−→ N(0, 1).

где “ D→” означает сходимость по распределению.
Доказательство. Рассмотрим следующее разложение линейного процесса Xkn в виде суммы

Xkn =

n∑
j=0

ajnξk−j,n +

∞∑
j=n+1

ajnξk−j,n = X
(1)
kn +X

(2)
kn ,

где

X
(1)
kn =

n∑
j=0

ajnξk−j,n, X
(2)
kn =

∞∑
j=n+1

ajnξk−j,n.

Отсюда
Xkn

Bn
=
X

(1)
kn

Bn
+
X

(2)
kn

Bn
. (5)

Согласна ц.п.т. Линдеберга (теорема 1), для первого члена в правой части разложения (5) справед-
ливо следующее соотношение
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X
(1)
kn

Bn

D−→ N(0, 1) при n→∞.
Теперь для доказательства теоремы 2 достаточно показать сходимость к нулю по вероятности,

второго члена разложения (5) т.е. нужно доказать, что

X
(2)
kn

Bn

P−→ 0 при n→∞. (6)

Для доказательства соотношения (6), используем известное неравенство Чебышева и независимость с.в.
{ξjn, j ∈ Z}. Имеем

P

(∣∣∣∣∣X(2)
kn

Bn

∣∣∣∣∣ > ε

)
= P

∣∣∣∣∣∣
∞∑

j=n+1

ajnξk−j,n

∣∣∣∣∣∣ > εBn

 ≤ E
(∑∞

j=n+1 ajnξk−j,n

)2

ε2B2
n

=

=

∑∞
j=n+1 a

2
jnσ

2
k−j,n

ε2
∑n
j=0 a

2
jnσ

2
k−j,n

→ 0, n→∞,

в силу условий (3) теоремы. Теорема доказана.
Замечание 1. Следует отметить, что в случае расходимости ряда

∑∞
j=0 a

2
jnσ

2
k−j,n при отсутствие

других условий линейный процесс Xkn не существует. Следовательно, сходимость этого ряда в теореме 2
является необходимым условием.

Из теоремы 2 непосредственно следует справедливость следующего следствия.
Следствие 1. Пусть Xkn =

∑∞
j=0 ajnξk−j,n− линейный процесс, порожденный инновационной по-

следовательностью {ξjn, j ∈ Z, n ≥ 1} независимых, одинаково распределенных в каждой серии случай-
ных величин с Eξ0n = 0, σ2

0n = Eξ2
0n < ∞, имеющий коэффициенты {ajn, j = 0, 1, 2, ..., n ≥ 1}, которые

удовлетворяют условиям
∑∞
j=0 a

2
jn < ∞ и

∑∞
j=n+1 a

2
jn∑n

j=0 a
2
jn
→ 0, n → ∞. Если выполнено условие Линдеберга

(4) с B2
n = σ2

0n

∑n
j=0 a

2
jn, тогда

Xkn
Bn

D−→ N(0, 1) при n→∞.
Из теоремы 2 также следует справедливость аналога теоремы Ляпунова для линейных процессов.
Следствие 2. Пусть Xkn− линейный процесс, порожденный инновационной последовательностью

{ξjn, j ∈ Z, n ≥ 1} независимых случайных величин с Eξjn = 0, σ2
jn = Eξ2

jn < ∞, E |ξjn|2+δ
<

∞, где δ > 0, имеющий коэффициенты {ajn, j = 0, 1, 2, ..., n ≥ 1}, которые удовлетворяют условиям∑∞
j=0 a

2
jnσ

2
k−j,n < ∞ и (3) Кроме того, выполнено следующее условие Ляпунова: при n → ∞справедливо

соотношение

Lnδ :=

∑n
j=0E |ajnξk−j,n|

2+δ

B2+δ
n

→ 0, n→∞. (7)

Тогда линейный процесс Xkn удовлетворяет центральной предельной теореме:
Xkn
Bn

D−→ N(0, 1) при n→∞.
Доказательство. Пусть ε > 0, тогда

E |ajnξk−j,n|2+δ ≥ E |ajnξk−j,n|2+δ
I {|ajnξk−j,n| ≥ εBn} ≥

≥ εδBδnEa2
jnξ

2
k−j,nI

{∣∣ajnξ2
k−j,n

∣∣ ≥ εBn}
и, значит,

Λn =
1

B2
n

n∑
j=0

a2
jnEξ

2
k−j,nI{|ajnξk−j,n| > εBn} ≤

1

εδ

∑n
j=0E |ajξk−j |

2+δ

B2+δ
n

.

Следовательно, из условия Ляпунова (7) следует условие Линдеберга (4). Отсюда следует доказательство
следствия 2.

Если инновационный последовательность {ξjn, j ∈ Z, n ≥ 1} в следствие 2 состоит из независимых
и одинаково распределенных в каждой серии с.в., то дробь Ляпунова имеет вид

Lnδ =
β2+δ,n

σ2+δ
0n

∑n
j=0 |ajn|

2+δ(∑n
j=0 a

2
jn

)1+δ/2
= ρ2+δ,n

∑n
j=0 |ajn|

2+δ(∑n
j=0 a

2
jn

)1+δ/2
,
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где β2+δ,n = E |ξ0n|2+δ и ρ2+δ,n =
β2+δ,n

σ2+δ
0n

. В силу этого, из следствия 2.2 мы получим.

Следствие 3. Пусть Xkn− линейный процесс, порожденный инновационной последовательностью
{ξjn, j ∈ Z, n ≥ 1} независимых, одинаково распределенных в каждой серии случайных величин c
Eξ0n = 0, σ2

0n = Eξ2
0n < ∞, β2+δ,n = E |ξ0n|2+δ

< ∞, где δ > 0, коэффициенты {ajn, j = 0, 1, 2, ..., n ≥ 1},
которые удовлетворяют условиям

∑∞
j=0 a

2
jn <∞ и∑n

j=0|ajn|
2+δ

(
∑n
j=0 a

2
jn)

1+δ/2 → 0 при n→∞.

Тогда линейный процесс Xkn удовлетворяет центральной предельной теореме:
Xkn
Bn

D−→ N(0, 1) при n→∞.
В следующей теореме получена оценка остаточного члена в ц.п.т. для линейного процесса Xk.
Введем обозначения:

∆̄n(x) =
∣∣P (B−1Xk ≤ x

)
− Φ(x)

∣∣ ,
B2 =

∞∑
j=0

a2
jσ

2
j−k, Lns =

∑n
j=0E |ajξk−j |

s

Bs
, B2

n =

n∑
j=0

a2
jσ

2
j−k.

При этих обозначениях справедлива следующая теорема.
Теорема 3. Пусть Xk =

∑∞
j=0 ajξk−j− линейный процесс, порожденный инновационной последо-

вательностью {ξj , j ∈ Z} независимых случайных величин с Eξj = 0, σ2
j = Eξ2

j < ∞, βjs = E |ξj |s < ∞,
где s > 2, имеющий коэффициенты {aj , j = 0, 1, 2, ...} удовлетворяющие условию

∑∞
j=0 a

2
jσ

2
j−k <∞.

Тогда справедливо неравенство

∆̄n(x) ≤ C(s)

Lns +B−s
η∑

j=n+1

|aj |s βj−k,s +

B−2
∞∑

j=n+1

a2
jσ

2
j−k

s/2
 ,

где C(s)− постоянная, зависящая только от s.
Доказательство. В лемме 2 положим ηj = ajξk−j j = 0, 1, 2, ..., n и ηn+1 =

∑∞
j=n+1 ajξk−j .

Тогда ∆n(E) = ∆̄n(E) и так как, ηj , j = 0, 1, 2, ..., n + 1 очевидно являются независимыми, то
неравенства (1) в данном случае имеет вид

∆̄n(x) ≤ C(s)

(1 + |x|)s

∑n
j=0E |ηj |

s
+ E

∣∣∣∑∞j=n+1 ajξk−j

∣∣∣s
Bs

. (8)

Применяя лемму 1 при l = n+ 1 и используя независимость с.в. {ξj , j ∈ Z}, получим

E

∣∣∣∣∣∣
∞∑

j=n+1

ajξk−j

∣∣∣∣∣∣
s

≤ C(s)


∞∑

j=n+1

|aj |s βk−j,s +

 ∞∑
j=n+1

a2
jσ

2
k−j

s/2
 . (9)

Из (8), в силу последнего неравенства следует справедливость следующего неравенства

∆̄n(x) ≤ C(s)

(1 + |x|)s

∑n
j=0E |ajξk−j |

s
+ E

∣∣∣∑∞j=n+1 ajξk−j

∣∣∣s
Bs

≤

≤ C(s)

(1 + |x|)s
B−s


n∑
j=0

|aj |s βk−j,s + C(s)

 ∞∑
j=n+1

|aj |s βk−j,s +

 ∞∑
j=n+1

a2
jσ

2
k−j

s/2

 .

Отсюда следует доказательство теоремы 2.
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Из теоремы 2 непосредственно следует справедливость следующего следствия.
Следствие 4. Пусть Xk−линейный процесс, порожденный последовательностью {ξj , j ∈ Z} неза-

висимых, одинаково распределенных случайных величин c Eξ0 = 0, σ2 = Eξ2
0 <∞, βs = E |ξ0|s <∞, где

s > 2, коэффициенты которого удовлетворяют условию
∑∞
j=0 a

2
j <∞. Тогда

∆̄n(x) ≤ C(s)
ρs

(1 + |x|)s
b−s

 ∞∑
j=0

|aj |s +

 ∞∑
j=n+1

a2
j

s/2
 ,

где b2 =
∑∞
j=0 a

2
j .

Для иллюстрации полученных результатов о ц.п.т. и оценки остаточного члена в ц.п.т. для линейных
процессов, рассмотрим несколько примеров.

Пример 1. Пусть a0 = 1 aj = 1
jα , α > 1/2 и инновационная последовательность {ξj} состоит из

независимых, одинаково распределенных с.в. с Eξ0 = 0, Eξ2
j = σ2. Тогда

∑∞
j=0 a

2
j =

∑∞
j=0

1
j2α < ∞, но

ц.п.т. не имеет место. Однако, если инновационная последовательность задана в схеме серий с дисперсией
равной σ2

n0 → 0, n → ∞, a0n = 1 ajn = 1
jα , α > 1/2 при j = 0, 1, ..., n и ajm = nβ

jα , β + 1− 2α < 0 при
j ≥ n+ 1, то в этом случае л.п. подчиняется ц.п.т. Действительно, в этом случае

n∑
j=0

a2
jn = 1 +

n∑
j=1

1

j2α
> 1 +

∫ n+1

1

x−2αdx >
2α

2α− 1

∞∑
j=n+1

a2
jn =

∞∑
j=n+1

nβ

j2α
< nβ

∫ ∞
n

x−2αdx =
nβ+1−2α

2α− 1

и, значить
∑n
j=0|ajn|

2+δ

(
∑n
j=0 a

2
jn)

1+δ/2 → 0 при n→∞.

Кроме того, при n→∞

Λn =
1

B2
n

n∑
j=0

a2
jnEξ

2
k−j,nI{|ajnξk−j,n| > εBn} ≤ σ2

0m

∑n
j=0 a

2
jn

B2
n

= σ2
0n → 0.

Таким образом выполнены все условия следствия 1, и поэтому из этого следствия следует справед-
ливость ц.п.т.

Если неравенство β + 1− 2α < 0 не выполняется, то хотя справедливо условие Линдеберга, однако
ц.п.т. может не имеет место.

Отметим, что такие примеры можно построить и для иллюстрации других результатов, полученных
в данной работе.

Пример 2. В следствие 4 положим aj = vj , где v постоянное число удовлетворяющие условию
0 < v < 1. Тогда справедливы равенства:

b2 =

∞∑
j=0

v2j =
1

1− v2
,

∞∑
j=0

|aj |s =

∞∑
j=0

vjs =
1

1− vs

∞∑
j=n+1

a2
j =

∞∑
j=n+1

v2j =
v2(n+1)

1− v2

Теперь, выбирая n = n(v, s) достаточно большим, мы из следствия 2.4 получим следующую оценку
остаточного члена в ц.п.т. для Абелевой суммы S(v).

∆̄v(x) ≤ C(s)
ρs

(1 + |x|)s
(1− v2)(s−2)/2.

Эта оценка значительно лучше, чем оценка Гербера, полученная в статье [4].
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В следующей теореме получена оценка остатка в ц.п.т для Xkn.
Теорема 3. Пусть Xkn =

∑∞
j=0 ajnξk−j,n− линейный процесс, порожденный инновационной после-

довательностью {ξjn, j ∈ Z, n ≥ 1} независимых случайных величин с Eξjn = 0, σ2
jn = Eξ2

jn <∞, βsjB =

E |ξjB |s < ∞, s ≥ 3, имеющий коэффициенты {ajn, j = 0, 1, 2, ..., n ≥ 1} и B2
n =

∑n
j=0 a

2
jnσ

2
j−k,n. Тогда

справедлива оценка

∆n ≤ CL1/4
3n +

C(s)

B
s/(s+1)
n


∞∑

j=n+1

|ajn|s βsk−j,n +

 ∞∑
j=n+1

a2
jnσ

2
k−j,n

s/2


1/(s+1)

, (10)

где ∆n = sup
x

∆n(x).

Доказательство. Положим X = B−1
n

∑n
j=0 ηjn и Y = B−1

n ηn+1,n, где ηjn = ajnξk−j,n j = 0, 1, 2, ..., n

и ηn+1,n =
∑∞
j=n+1 ajnξk−j,n. Тогда из леммы 1.3 при F (x) = Φ(x), получим

∆n ≤ sup
x

∆n(x) +
ε√
2π

+ P

∣∣∣∣∣∣
∞∑

j=n+1

ajnξk−j,n

∣∣∣∣∣∣ ≥ εBn
 (11)

Применяя оценку в ц.п.т. сформулированную в теореме 1.1, имеем

sup
x

∆n(x) ≤≤ CL1/4
3n , (12)

где Lsn =
∑n
j=0|aj |

3β3
k−j,n

B3
n

. Чтобы оценить последнее слагаемое в правой части неравенства (), мы исполь-
зуем cначало неравенство Чебышева, а затем Розенталя и получим, что

P

∣∣∣∣∣∣
∞∑

j=n+1

ajnξk−j,n

∣∣∣∣∣∣ ≥ εBn
 ≤ 1

εsBsn
E

∣∣∣∣∣∣
∞∑

j=n+1

ajnξk−j,n

∣∣∣∣∣∣
s

≤

≤ C(s)

εsBsn


∞∑

j=n+1

|ajn|s βsk−j,n +

 ∞∑
j=n+1

a2
jnσ

2
k−j,n

s/2
 . (13)

Из неравенства (11), в силу оценок (12) и (13), получим

∆n ≤ CL1/4
3n +

ε√
2π

+
C(s)

εsBsn


∞∑

j=n+1

|ajn|s βsk−j,n +

 ∞∑
j=n+1

a2
jnσ

2
k−j,n

s/2
 .

Отсюда, выбирая

ε =
1

B
s/(s+1)
n


∞∑

j=n+1

|ajn|s βsk−j,n +

 ∞∑
j=n+1

a2
jnσ

2
k−j,n

s/2


1/(s+1)

,

мы придем к неравенству (10). Теорема доказана.
Следствие 5. Пусть Xkn =

∑∞
j=0 ajnξk−j,n− линейный процесс, порожденный инновационной по-

следовательностью {ξjn, j ∈ Z, n ≥ 1} независимых и в каждой серии одинаково распределенных слу-
чайных величин с Eξ0n = 0, σ2

0n = Eξ2
0n < ∞, βs0n = E |ξ0n|s < ∞, s ≥ 3, имеющий коэффициенты

{ajn, j = 0, 1, 2, ..., n ≥ 1} и B2
n = σ2

0n

∑n
j=0 a

2
jn. Тогда справедлива оценка

∆n ≤ Cρ
1/4
3n

 ∑n
j=0 |ajn|

3(∑n
j=0 a

2
jn

)3/2


1/4

+ C(s)

ρ1/(s+1)
sn

(∑∞
j=n+1 |ajn|

s
)1/(s+1)

(∑∞
j=0 a

2
jn

)s/2(s+1)
+

(∑∞
j=n+1 a

2
jn∑n

j=0 a
2
jn

)s/2(s+1)
 ,

где ρsn =
βs0n
σs0n

.
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RЕSUМЕ

The paper considers a fixed linear process: Xkn =
∑∞
j=0 ajnξk−j,n− where k ∈ Z. For this process, the

Central Limit Theorem is proved. Additionally, an estimate of the rate of convergence to zero of the distribution
of Xkn with some normalization, to the standard normal distribution: Φ(x) = 1√

2π
e−

x2

2 − of the standard normal
random variable N(0, 1), is provided.

Key words: Linear process, Central Limit Theorem, non-uniform estimate in the Central Limit Theorem.

REZYUME

Ushbu ishda quyidagi ko’rinishdagi fiksirlangan chiziqli jaroyonlar ko’rib chiqiladi: Xkn =∑∞
j=0 ajnξk−j,n− bu yerda k ∈ Z. Ushbu jaroyon uchun markaziy limit teoremasi isbotlanadi.Bunda Xkn

taqsimotining ma’lum normallashtirish ostida, standar normal taqsimotga yaqinlashish tezligi uchun baho ham
keltirilgan: Φ(x) = 1√

2π
e−

x2

2 − bu yerda Φ(x) − N(0, 1) standart normal tasodifiy o’zgaruvchining taqsimot
funksiyasi.

Kalit so’z Chiziqli jarayon, markaziy limit teorema, markaziy limit teoremadagi notekis baho.
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УДК 517.977

ОБ ОДНОЗНАЧНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ МНОГОМЕРНОЙ
НАЧАЛЬНО-ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ВЫСОКОГО

ПОРЯДКА С ДРОБНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ В СМЫСЛЕ МИЛЛЕРА - РОССА В
КЛАССАХ СОБОЛЕВА

Касимов Ш. Г.
Национальный университет Узбекистана имени Мирзо Улугбека, Ташкент

shokiraka@mail.ru
Кощанов А. П.

Национальный университет Узбекистана имени Мирзо Улугбека,Ташкент
allanazarkoshanov@mail.ru

АННОТАЦИЯ

В работе доказана теорема существования и единственности решения поставленной задачи в
классах Соболева. Решение рассматриваемой задачи построено в виде суммы ряда по системе
собственных функций многомерной спектральной задачи, для которой найдены еë собствен-
ные значения как корни трансцендентного уравнения и построена соответствующая система
собственных функций. Показано, что эта система собственных функций является полной и
образует базис Рисса в пространствах Соболева. На основании полноты системы собственных
функций получена решения поставленной начально - граничной задачи.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения в частных производных высокого порядка,
начально - граничная задача, дробная производная по времени, собственные значения, соб-
ственные функции, полнота, спектральный метод, существование, единственность, ряд.

Введение.Многие задачи колебаний стержней, балок и пластин, которые имеют большое значение
в строительной механике, приводят к дифференциальным уравнениям более высокого порядка [1, c.141-
143; 2; 3, с. 3375-3389; 4, с. 52-62; 5, с. 650-671; 6, с. 63-77; 7, с. 614-628; 8, с. 311-324; 9, с. 89-100; 10, с.
665-671]. К уравнению колебаний балки приходит также при расчëте устойчивости вращающихся валов
и изучении вибрации кораблей [2, гл. 2]. Изгибные поперечные колебания однородных тонких упругих
стержней и балок с учëтом их вращательного движения при изгибе описываются дифференциальным
уравнением в частных производных четвëртого порядка [11, с. 364-374].

В работе [4] исследуются задачи с начальными условиями для уравнения колебаний прямоуголь-
ной пластины с разными граничными условиями. Установлено энергетическое неравенство, из которого
следует единственность решения поставленных трëх начально–граничных задач. В случае шарнирного за-
крепления пластины на краях доказаны теоремы существования и устойчивости решения задачи в классах
регулярных и обобщëнных решений.

В работе [6] изучена задача с начальными условиями для уравнения колебаний прямоугольной
пластины со смешанными граничными условиями. Установлено энергетическое неравенство, из которого
следует единственность решения поставленной начально–граничной задачи. Для этой задачи доказаны
теоремы существования и устойчивости решения задачи в классе регулярных и обобщëнных решений.

В работе [7] для уравнения смешанного типа с оператором Лаврентьева-Бицадзе в прямоугольной
области изучена первая граничная задача. Показано, что корректность постановки задачи существен-
ным образом зависит от отношения сторон прямоугольника из гиперболической части смешанной обла-
сти. Установлен критерий единственности решения. Доказаны оценки устойчивости решения от заданных
граничных функций и правой части.

В работе [12] для уравнения смешанного типа с дробными производными изучена первая граничная
задача в прямоугольной области. Установлен критерий единственности решения задачи. Само решение
построено в виде суммы ортогонального ряда и показана его сходимость в классе регулярных решений
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данного уравнения. Установлена устойчивость решения относительно заданных граничных функций в
классе непрерывных и квадратично–суммируемых функций.

Отметим, что в работе [15] доказано теорема об однозначной разрешимости смешанной задачи для
дифференциального уравнения в частных производных высокого порядка с дробными производными по
времени, со степенями операторами Лапласа с пространственными переменными и нелокальными гранич-
ными условиями в классах Соболева. В работе [16] исследуется начально-граничной задачи для уравнения
балки в многомерном случае и установлено теорема об однозначной разрешимости начально–граничной
задачи для уравнения балки в многомерном случае. В работе [17] доказано о разрешимости смешанной
задачи для уравнения с частными производными дробного порядка с операторами Штурма–Лиувилля
с нелокальными краевыми условиями. В работе [25] доказано об однозначной разрешимости многомер-
ной начально-граничной задачи, связанные с уравнениями колебаний балки с учëтом еë вращательного
движения при изгибе, с нелокальными граничными условиями в классах Соболева.

В работе [22] изучена начально–граничная задача для уравнения вынужденных колебаний кон-
сольно закреплëнной балки. Такие линейное дифференциальное уравнение четвëртого порядка описы-
вает изгибные поперечные колебания однородной балки при воздействии внешней силы при отсутствии
вращательного движения при изгибе.

Постановка задачи. В данной работе в области Q = Π × (0, T ) где Π = (0, l) × . . . × (0, l), а
l, T−заданные положительные числа, рассматривается следующее более общее уравнение вида

Dα
j u(x1, ..., xN , t) +

N∑
p=1

a2
ρ

∂4ρpu(x1, ..., xN , t)

∂x
4ρp
p

+ b2
N∑
p=1

a2
ρD

α
j

∂4ρpu(x1, ..., xN , t)

∂x
4ρp
p

+

+c2u(x1, ..., xN , t) = f(x1, ..., xN , t), (x, t) ∈ Q, n− 1 ≤ α < n, 0 ≤ j ≤ n− 1,

N, n, j + 1 ∈ N, ρp ∈ N, aρ > 0, b > 0, p = 1, N, c = const (1)

с начальными условиями

Dα−i−1
j−i−1 u(x, t)

∣∣
t=0

= ϕ̃0
i (x), i = 0, . . . , j − 1,

∂su(x, t)

∂xs

∣∣∣∣
t=0

= ϕ0
s(x), s = 0, . . . , n− j − 1 (2)

и граничными условиями

∂4kpu(x, t)

∂x
4kp
p

∣∣∣∣∣
xp=0

= 0,
∂4kp+1u(x, t)

∂x
4kp+1
p

∣∣∣∣∣
xp=0

= 0,
∂4kp+1u(x, t)

∂x
4kp+1
p

∣∣∣∣∣
xp=l

= 0,
∂4kp+3u(x, t)

∂x
4kp+3
p

∣∣∣∣∣
xp=l

= 0, (3)

kp = 0, ρp − 1, p = 1, N,
где (x, t) = (x1, . . . , xN , t) ∈ Π×(0, T ) и f(x, t), ϕ̃0

i (x), i = 0, . . . , j−1, ϕ0
s(x), s = 0, . . . , n−j−1− достаточно

гладкие функции, разлагаемые по собственным функциям
{
vm1,...,mN (x1, . . . , xN ), (m1, . . . ,mN ) ∈ NN

}
следующей спектральной задачи:

N∑
p=1

a2
ρ

∂4ρpv(x)

∂x
4ρp
p

− λv(x) = 0, (4)

∂4kpv(x)

∂x
4kp
p

∣∣∣∣∣
xp=0

= 0,
∂4kp+1v(x)

∂x
4kp+1
p

∣∣∣∣∣
xp=0

= 0,
∂4kp+1v(x)

∂x
4kp+1
p

∣∣∣∣∣
xp=l

= 0,
∂4kp+3v(x)

∂x
4kp+3
p

∣∣∣∣∣
xp=l

= 0, (5)

kp = 0, ρp − 1, j = 1, N,
λ−спектральный параметр. Dα

j −интегро–дифференциальный оператор в смысле Миллера–Росса по
Римана–Лиувилля.

Пусть f(t) : R+ → Rm функция n раз непрерывно дифференцируемая и n − 1 ≤ α < n, n ∈ N.
Дробная производная по Римана–Лиувилля порядка α определяется с равенством

Dαf(t) =
1

Γ(l − α)

(
d

dt

)n t∫
0

f(τ)

(t− τ)
α−n+1 dτ, (6)
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где Γ(·)−гамма–функция Эйлера. Эта функция удовлетворяет равенство Γ(z + 1) = zΓ(z). Дробная про-
изводная или регуляризованной дробной производной по Капута порядка α определяется с равенством

D(α)f(t) =
1

Γ(n− α)

t∫
0

f (n)(τ)

(t− τ)
α−n+1 dτ. (7)

Справедлива формула

Dαf(t) =

n−1∑
k=0

tk−α

Γ(k − α+ 1)
f (k)(0) +

1

Γ(n− α)

t∫
0

f (n)(τ)

(t− τ)
α−n+1 dτ. (8)

Таким образом, производная в смысле Римана–Лиувилля может быть представлена в виде суммы сингу-
лярных членов

n−1∑
k=0

tk−α

Γ(k − α+ 1)
f (k)(0) (9)

и регуляризованной дробной производной по Капута порядка α:

1

Γ(l − α)

t∫
0

f (n)(τ)

(t− τ)
α−n+1 dτ. (10)

Присутствие слагаемых (9) приводит к тому, что дробные производные Римана–Лиувилля имеют особен-
ность в нуле и в задаче Коши для дифференциальных уравнений дробного порядка в смысле Римана–
Лиувилля необходимо задавать начальные условия специального вида, не имеющие чëтко физической
интерпретации.

Этих недостатков дробной производной Римана–Лиувилля лишена регуляризованная производная
порядка α (n− 1 ≤ α < n , n ∈ N)

D(α)f(t) =
1

Γ(n− α)

t∫
0

f (n)(τ)

(t− τ)
α−n+1 dτ = Dαf(t)−

n−1∑
k=0

tk−α

Γ(k − α+ 1)
f (k)(0), (11)

которая была впервые введена в работе Капуто [13], а также независимо от него в работах Джрбашяном
и Нерсесяном [20].

Как производные Римана–Лиувилля, так и производные Капуто не обладают ни полугрупповым
свойством, ни тем более свойством коммутативности, т.е. существует функции f(t) и g(t), который

Dα+βf(t) 6= DαDβf(t), DαDβf(t) 6= DβDαf(t),

D(α+β)f(t) 6= D(α)D(β)f(t), D(α)D(β)f(t) 6= D(β)D(α)f(t).

В связи с этим Миллером и Россом [14] были введены так называемые секвенциальные производные,
дробного порядка:

Dαf(t) = Dα1Dα2 . . .Dαmf(t), (12)

где α = (α1, α2, . . . , αm)− мультииндекс, функция f(t) предполагается достаточное число раз непрерыв-
но дифференцируемой. Вообще говоря, в качестве оператора Dα, лежащего в основе секвенциальной
производной Миллера–Росса, можно использовать оператор дробного дифференцирования по Риману–
Лиувилля, Капута или любую другую его разновидность. В частности, для целых αi это может быть
оператор обычного дифференцирования

(
d
dt

)αi . Использование секвенциальных производных Миллера–
Росса позволяет, в частности, понижать порядок дифференциальных уравнений.

Выберем некоторое ν, n − 1 ≤ ν < n, n ∈ N и пусть α = (j, ν − n + 1, n − 1 − j), j = 0, . . . , n − 1.
Определим производные дробного порядка в смысле Миллера–Росса по Римана–Лиувилля и в смысле
Миллера–Росса по Капута с равенствами соответственно

Dν
j f(t) =

(
d

dt

)j
Dν−n+1

(
d

dt

)n−1−j

f(t), D
(ν)
j f(t) =

(
d

dt

)j
D(ν−n+1)

(
d

dt

)n−1−j

f(t),
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где j = 0, 1, . . . , n− 1.
Эти производные дробного порядка в смысле Миллера–Росса по Римана–Лиувилля Dν

j f(t) и в смыс-
ле Миллера–Росса по Капута D

(ν)
j f(t) связаны с равенствами

D
(ν)
0 f(t) = D(ν)f(t) = Dνf(t)−

n−1∑
k=0

tk−ν

Γ(k − ν + 1)
f (k)(0),

D
(ν)
1 f(t) = Dν

0f(t) = D(ν)f(t) +
tn−1−ν

Γ(n− ν)
f (n−1)(0) = Dνf(t)−

n−2∑
k=0

tk−ν

Γ(k − ν + 1)
f (k)(0),

...

D
(ν)
j f(t) = Dν

j−1f(t) = D(ν)f(t) +

n−1∑
k=n−j

tk−ν

Γ(k − ν + 1)
f (k)(0) = Dνf(t)−

n−1−j∑
k=0

tk−ν

Γ(k − ν + 1)
f (k)(0),

D
(ν)
n−1f(t) = Dν

n−2f(t) = D(ν)f(t) +

n−1∑
k=1

tk−ν

Γ(k − ν + 1)
f (k)(0) = Dνf(t)− t−ν

Γ(1− ν)
f(0),

Dν
n−1f(t) = D(ν)f(t) +

n−1∑
k=1

tk−ν

Γ(k − ν + 1)
f (k)(0) = Dνf(t),

где n− 1 ≤ ν < n, l ∈ N и для функции f(t) производная порядка l− 1 абсолютно непрерывная функция.
Доказательство этих утверждений дано в работах Чикрий и Матичина [24].

Скалярное произведение в пространстве W s1,s2,...,sN
2 (Π) вводится так:

(f (x) , g (x))W s1,s2,...,sN
2 (Π) = (f (x) , g (x))L2(Π)+

+

N∑
i1=1

(
D
si1
xi1
f (x) , D

si1
xi1
g (x)

)
L2(Π)

+
∑

1≤i1<i2≤N

(
D
si1
xi1
D
si2
xi2
f (x) , D

si1
xi1
D
si2
xi2
g (x)

)
L2(Π)

+

+ . . .+
∑

1≤i1<i2<...<iN≤N

(
D
si1
xi1
D
si2
xi2

. . . D
siN
xiN

f (x) , D
si1
xi1
D
si2
xi2

. . . D
siN
xiN

g (x)
)
L2(Π)

.

Тогда соответственно норма в пространстве W s1,s2,...,sN
2 (Π) определяется по формуле

‖f(x)‖2W s1,s2,...,sN
2 (Π) = ‖f(x)‖2L2(Π) +

N∑
i1=1

∥∥Dsi1
xi1
f(x)

∥∥2

L2(Π)
+

+
∑

1≤i1<i2≤N

∥∥Dsi1
xi1
D
si2
xi2
f(x)

∥∥2

L2(Π)
+ . . .+

∑
1≤i1<i2<...<iN≤N

∥∥Dsi1
xi1
D
si2
xi2

. . . D
siN
xiN

f(x)
∥∥2

L2(Π)
.

Обозначим через
◦
W

2s1,2s2,...,2sN
2 (Π) множество всех функций f(x) ∈ W 2s1,2s2,...,2sN

2 (Π), удовлетво-

ряющих граничным условиям ∂4kj f(x)

∂x
4kj
j

∣∣∣∣
xj=0

= 0 при 0 ≤ kj <
4sj−N

8 , ∂4kj+1f(x)

∂x
4kj+1

j

∣∣∣∣
xj=0

= 0 при 0 ≤ kj <

4sj−N−2
8 , ∂4kj+1f(x)

∂x
4kj+1

j

∣∣∣∣
xj=l

= 0 при 0 ≤ kj < 4sj−N−2
8 , ∂4kj+3f(x)

∂x
4kj+3

j

∣∣∣∣
xj=l

= 0 при 0 ≤ kj < 4sj−N−6
8 , j = 1, N.

В пространстве
◦
W

2s1,2s2,...,2sN
2 (Π) функций N−переменных f (x) = f (x1, . . . , xN ) полную ортонор-

мальную систему образуют из всех произведений

vm1,...,mN (x1, . . . , xN ) = Xm1
(x1) · . . . ·XmN (xN ) , (13)
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где

Xmj (xj) =
1√

1 + d
4sj
mj

1√
l ·
∣∣ctgdmj l∣∣

(
cos dmj (l − xj)

sin dmj l
+
chdmj (l − xj)

shdmj l

)
, mj ∈ Z̄+,

dmj−корень трансцендентного уравнения tgld = −thld. Справедлива следующая
Теорема 1. Система собственных функций

{vm1,...,mN (x1, . . . , xN )}(m1,...,mN )∈Z̄N+
=


N∏
j=1

Xmj (xj)


(m1,...,mN )∈Z̄N+

(14)

спектральной задачи (4), (5) является полной ортонормированный системой в классе Соболева
◦
W

2s1,2s2,...,2sN
2 (Π).

Обозначим через
◦
H s1,s2,...,sN (Π) множество всех функций f(x) ∈ Hs1,s2,...,sN (Π), удовлетворяющих

граничным условиям ∂4kj f(x)

∂x
4kj
j

∣∣∣∣
xj=0

= 0 при 0 ≤ kj <
2sj−N

8 , ∂4kj+1f(x)

∂x
4kj+1

j

∣∣∣∣
xj=0

= 0 при 0 ≤ kj <
2sj−N−2

8 ,

∂4kj+1f(x)

∂x
4kj+1

j

∣∣∣∣
xj=l

= 0 при 0 ≤ kj < 2sj−N−2
8 , ∂4kj+3f(x)

∂x
4kj+3

j

∣∣∣∣
xj=l

= 0 при 0 ≤ kj < 2sj−N−6
8 , j = 1, N.

Справедлива следующая
Теорема 2. Система собственных функций (14) спектральной задачи (4), (5) образует базис Рисса

в пространстве Соболева
◦
H s1,s2,...,sN (Π).

Теоремы 1 и 2 доказана в работе 23.
Существование и единственность решения начально-граничной задачи. Регулярным ре-

шением уравнения (1) в области Q = Π × (0, T ) назовем функцию u(x, t) из класса u(x, t) ∈ C(Q̄),
Dα
j u(x, t) ∈ C(Q̄),∂

4ρpu(x,t)

∂x
4ρp
p

∈ C(Q̄), Dα
j
∂4ρpu(x,t)

∂x
4ρp
p

∈ C(Q̄), p = 1, 2, . . . , N и удовлетворяющую уравнению

(1) во всех точках (x, t) ∈ Q.

Обозначим через
◦
W

s1,s2,...,sN ;θ
2 (Q) множество всех функций u(x, t) ∈ W s1,s2,...,sN ;θ

2 (Q), удовлетво-

ряющих граничным условиям ∂4kj f(x)

∂x
4kj
j

∣∣∣∣
xj=0

= 0 при 0 ≤ kj <
2sj−N

8 , ∂4kj+1f(x)

∂x
4kj+1

j

∣∣∣∣
xj=0

= 0 при 0 ≤ kj <

2sj−N−2
8 , ∂4kj+1f(x)

∂x
4kj+1

j

∣∣∣∣
xj=l

= 0 при 0 ≤ kj < 2sj−N−2
8 , ∂4kj+3f(x)

∂x
4kj+3

j

∣∣∣∣
xj=l

= 0 при 0 ≤ kj < 2sj−N−6
8 , j = 1, N.

Функцию u(x, t) назовем регулярным решением задача (1)–(3) в области Q = Π× (0, T ), если функ-
ция u(x, t) регулярные решение уравнения (1) в области Q = Π × (0, T ) и удовлетворяет начальным и
граничным условиям (2) и (3).

Пусть функция u(x, t) ∈W s1,s2,...,sN ,θ
2 (Q) с показателем s1 > 4ρ1+N

2 , s2 > 4ρ2+N
2 , . . . , sN > 4ρN+N

2 ,
θ > −[−α] + N

2 удовлетворяют уравнению (1) во всех точках (x, t) ∈ Q и удовлетворяет начальным и
граничным условиям (2) и (3). Тогда функция u(x, t) является регулярным решением задача (1)–(3) в
области Q = Π× (0, T ).

Докажем теперь существование и единственность решения начально-граничной задачи. Справед-
лива следующая

Теорема 3. Пусть начальные функции ϕ̃0
i (x), i = 0, . . . , j−1; ϕ0

s(x), s = 0, . . . , n− j−1 из класса
◦
W

s1,s2,...,sN
2 (Π) с показателем sp > 4ρ + N

2 , p = 1, N и правая часть f(·, t) ∈ C
(

[0, T ];
◦
W

s1,s2,...,sN
2 (Π)

)
.

Тогда регулярное решение задачи (1)–(3) из класса
◦
W

s1,s2,...,sN ;θ
2 (Q) с показателем sp > 4ρp+ N

2 , p = 1, N ,
θ > −[−α] + N

2 существует, единственно и представляется в виде ряда

u(x, t) =

∞∑
m1=0

· · ·
∞∑

mN=0

−[−α]−j−1∑
s=0

ϕ0
s; m1,...,mN

· ts · E 1
α

(
− λm1,...,mN + c2

1 + b2λm1,...,mN

· tα; s+ 1

)
+
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+

j−1∑
i=0

ϕ̃0
i ; m1,...,mN

· tα−i−1 · E 1
α

(
− λm1,...,mN + c2

1 + b2λm1,...,mN

· tα; α− i
)

+

+

t∫
0

(t− τ)
α−1 · E 1

α

[
− λm1,...,mN + c2

1 + b2λm1,...,mN

(t− τ)
α

;α

]
1

1 + b2λm1,...,mN

fm1,...,mN (τ)dτ

 · vm1,...,mN (x). (15)

Здесь Eη (x; µ) =
∞∑
k=0

xk

Γ(kη−1+µ) функция Миттаг-Лефлера, λm1,...,mN =
N∑
p=1

a2
pd

4ρp
mp , где dmp корень

трансцендентного уравнения tgld = −thld и в каждом из интервалов πmp
l < dmp <

πmp
l + 3π

4l , mp =
0, 1, 2, . . . , p = 1, 2, . . . , N имеется равно один корень dmp , причем

πmp
l + 3π

4l − dmp → 0 при mp → ∞ и
коэффициенты определяется по формулам

fm1,...,mN (t) =

∫
Π

f (x, t) vm1,...,mN (x)dx, ϕ̃0
i ;m1,...,mN =

∫
Π

ϕ̃0
i (x)vm1,...,mN (x)dx,

i = 0, . . . , j − 1 ; m1, . . . ,mN ∈ Z̄+,

ϕ0
s ;m1,...,mN =

∫
Π

ϕ0
s(x)vm1,...,mN (x)dx, s = 0, . . . ,− [−α]− j − 1 ; m1, . . . ,mN ∈ Z̄+.

Доказательство. Введем функции

Tm1,...,mN (t) =

∫
Π

u (x, t) vm1,...,mN (x) dx, (16)

где

vm1,...,mN (x) =

N∏
i=1

Xmi(xi). (17)

В силу (1)–(3) неизвестные функции Tm (t) = Tm1,...,mN (t) удовлетворяют уравнениям

Dα
j Tm1,...,mN (t) +

λm1,...,mN + c2

1 + b2λm1,...,mN

Tm1,...,mN (t) =
1

1 + b2λm1,...,mN

fm1,...,mN (t), mp ∈ Z+, (18)

n− 1 < α ≤ n, 0 ≤ j ≤ n− 1, N, n, j + 1 ∈ N, ρ ∈ N, a > 0, b > 0, c = const
и начальным условиям

lim
t→0

Dα−i−1
j−i−1 Tm1,...,mN (t) = ϕ̃0

i ; m1,...,mN , i = 0, . . . , j − 1 ; m1, ...,mN ∈ Z+,

lim
t→0

dsTm1,...,mN (t)

dts
= ϕ0

s ;m1,...,mN , s = 0, . . . ,− [−α]− j − 1 ; m1, . . . ,mN ∈ Z+, (19)

где

fm1,...,mN (t) =

∫
Π

f(x, t)vm1,...,mN (x)dx, (20)

ϕ̃0
i ;m1,...,mN =

∫
Π

ϕ̃0
i (x)ṽm1,...,mN (x)dx, i = 0, . . . , j − 1 ; m1, . . . ,mN ∈ Z̄+, (21)

ϕ0
i ;m1,...,mN =

∫
Π

ϕ0
i (x)vm1,...,mN (x)dx, s = 0, . . . ,− [−α]− j − 1 ; m1, . . . ,mN ∈ Z̄+. (22)

Решение задачи Коши (18), (19) известно (см., например [24]), и оно имеет вид

Tm1,...,mN (t) =

−[−α]−j−1∑
s=0

ϕ0
s ;m1,...,mN · ts · E 1

α

(
− λm1,...,mN + c2

1 + b2λm1,...,mN

· tα; s+ 1

)
+
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+

j−1∑
i=0

ϕ̃0
i ;m1,...,mN · tα−i−1 · E 1

α

(
− λm1,...,mN + c2

1 + b2λm1,...,mN

· tα; α− i
)

+

+

t∫
0

(t− τ)
α−1 · E 1

α

[
− λm1,...,mN + c2

1 + b2λm1,...,mN

(t− τ)
α

; α

]
1

1 + b2λm1,...,mN

fm1,...,mN (τ)dτ, (23)

где

λm1,...,mN =

N∑
p=1

a2
pd

4ρp
mp , (24)

E 1
α

(
− λm1,...,mN + c2

1 + b2λm1,...,mN

· tα; s+ 1

)
=

∞∑
q=0

(
− λm1,...,mN

+c2

1+b2λm1,...,mN
· tα
)q

Γ (αq + s+ 1)
, (25)

E 1
α

(
− λm1,...,mN + c2

1 + b2λm1,...,mN

· tα; α− i
)

=
∞∑
q=0

(
− λm1,...,mN

+c2

1+b2λm1,...,mN
· tα
)q

Γ (αq + α− i)
, (26)

E 1
α

[
− λm1,...,mN + c2

1 + b2λm1,...,mN

(t− τ)
α

; α

]
=

∞∑
q=1

(
− λm1,...,mN

+c2

1+b2λm1,...,mN
· (t− τ)

α
)q−1

Γ (αq)
. (27)

Поскольку функции (16) построены в явном виде (23), то на основании полноты системы собствен-
ных функций (14) в L2(Π) нетрудно доказать единственность решения задачи (1)–(3). Пусть f(x, t) ≡ 0 и
ϕi(t) ≡ 0, i = 1,− [−α]. Тогда из формулы (20)–(22) и (23) следует, что∫

Π

u (x, t) vm1,...,mN (x) dx = 0

при всех m1, . . . ,mN ∈ Z+ и любом t ∈ [0, T ]. Отсюда в силу полноты системы собственных функций (14)
в L2(Π) вытекает, что u(x, t) = 0 почти всюду в области Π при любом t ∈ [0, T ].

Как известно, по теореме вложения Соболева функция u(x, t) непрерывна на Q̄, то u(x, t) ≡ 0 в Q̄.
Это доказывает единственность решения задачи (1)–(3).

При каждом t > 0 функция u(x, t) ∈
◦
W

s1,s2,...,sN ; θ
2 (Q) по переменной x является функцией из класса

u(x, t) ∈
◦
W

s1,s2,...,sN ; θ
2 (Π). Поэтому, рассматривая t > 0 как параметр, решение задачи (1)–(3) будем

искать из класса
◦
W

s1,s2,...,sN ; θ
2 (Q) в виде суммы ряда по системе собственных функций (14) спектральной

задачи (4), (5):

u (x, t) =

∞∑
m1=0

· · ·
∞∑

mN=0

Tm1,...,mN (t) · vm1,...,mN (x) , (28)

где vm1,...,mN (x) =
N∏
i=1

Xmi(xi), Tm1,...,mN (t) определяется по формуле (16).

После подстановки (23) в (28) мы получим единственное решение задачи (1)–(3) в виде ряда

u(x, t) =

∞∑
m1=0

· · ·
∞∑

mN=0

−[−α]−j−1∑
s=0

ϕ0
s ;m1,...,mN · ts · E 1

α

(
− λm1,...,mN + c2

1 + b2λm1,...,mN

· tα; s+ 1

)
+

+

j−1∑
i=0

ϕ̃0
i ;m1,...,mN · tα−i−1 · E 1

α

(
− λm1,...,mN + c2

1 + b2λm1,...,mN

· tα; α− i
)

+

+

t∫
0

(t− τ)
α−1 · E 1

α

[
− λm1,...,mN + c2

1 + b2λm1,...,mN

(t− τ)
α

;α

]
1

1 + b2λm1,...,mN

fm1,...,mN (τ)dτ

 · vm1,...,mN (x). (29)
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Поскольку система собственных функций (14) спектральной задачи (4), (5) образует базис Рисса в
пространстве Соболева

◦
H s1,s2,...,sN (Π), любая функция из этого класса разлагается единственным об-

разом в ряд Фурье, сходящийся по норме пространства Hs1,s2,...,sN (Π). Поэтому ряд (29) сходится в
Hs1,s2,...,sN (Π) при любом t ∈ [0, T ]. Выясним условия существования решения из класса

◦
W

s1,s2,...,sN ; θ
2 (Q).

Согласно теореме 2, система собственных функций (14) спектральной задачи (4), (5) образует базис Рисса
в пространствах Соболева

◦
H s1,s2,...,sN (Π) и

◦
W

s1,s2,...,sN
2 (Q).

Пусть начальные функции ϕ̃0
i (x), i = 0, . . . , j−1; ϕ0

s(x), s = 0, . . . , n−j−1 из класса
◦
W

s1,s2,...,sN
2 (Π)

с показателем sp > 4ρ+ N
2 , p = 1, N и правая часть f(·, t) ∈ C

(
[0, T ];

◦
W

s1,s2,...,sN
2 (Π)

)
. Тогда по теореме

вложения Соболева справедливо неравенство

‖u (x, t)‖2C4ρ,4ρ,...,4ρ(Π) ≤ c8 ‖u (x, t)‖2Hs1,s2,...,sN (Π) ≤

≤ c9
∞∑

m1=0

· · ·
∞∑

mN=0

∣∣∣∣∣∣
−[−α]−j−1∑

s=0

ϕ0
s; m1,...,mN

· ts · E 1
α

(
− λm1,...,mN + c2

1 + b2λm1,...,mN

· tα; s+ 1

)
+

+

j−1∑
i=0

ϕ̃0
i ; m1,...,mN

· tα−i−1 · E 1
α

(
− λm1,...,mN + c2

1 + b2λm1,...,mN

· tα; α− i
)

+

+

t∫
0

(t− τ)
α−1 · E 1

α

[
− λm1,...,mN + c2

1 + b2λm1,...,mN

(t− τ)
α

; α

]
1

1 + b2λm1,...,mN

fm1,...,mN (τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
2

< const.

Отсюда следует что, если начальные функции ϕ̃0
i (x), i = 0, . . . , j − 1; ϕ0

s(x), s = 0, . . . , n− j − 1 из класса
◦
W

s1,s2,...,sN
2 (Π) с показателем sp > 4ρ+ N

2 , p = 1, N , и правая часть f(·, t) ∈ C
(

[0, T ];
◦
W

s1,s2,...,sN
2 (Π)

)
, то

регулярное решение задачи (1)–(3) из класса
◦
W

s1,s2,...,sN ; θ
2 (Q) с показателем sp > 4ρ+ N

2 , p = 1, N, θ >

−[−α] + N
2 существует, единственно и представляется в виде ряда (15). Теорема 3 доказано.
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ANNOTATSIYA

Mazkur ishda Sobolev sinflarida qo‘yilgan masala yechimining mavjudlik va yagonalik teoremasi
isbotlangan. Qaralayotgan masalaning yechimi ko‘p o‘lchamli spektral masalaning xos funkiyalari
sistemasi bo‘yicha yoyilgan qator ko‘rinishida qurilgan, bunda xos qiymatlar transsendent
tenglamaning ildizlari sifatida topilgan va mos xos funksiyalar sistemasi qurilgan. Bu xos funksiyalar
sistemasi Sobolev fazolarida to‘la va Riss bazisini tashkil etishi ko‘rsatilgan. Xos funksiyalar
sistemasining to‘laligi asosida qo‘yilgan boshlang‘ich-chegaraviy masalaning yechimi olingan.

Kalit so‘zlar: yuqori tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalar, boshlang‘ich-chegaraviy
masala, vaqt bo‘yicha kasr tartibli hosila, xos funksiyalar, to‘lalik, spektral usul, mavjudlik,
yagonalik, qator.

ANNOTATION

The paper proves the theorem of the existence and uniqueness of the solution of the problem in
Sobolev classes. The solution of the problem under consideration is constructed as the sum of a
series according to the system of eigenfunctions of a multidimensional spectral problem, for which
its eigenvalues are found as the roots of the transcendental equation and the corresponding system
of eigenfunctions is constructed. It is shown that this system of eigenfunctions is complete and forms
a Riesz basis in Sobolev spaces. Based on the completeness of the system of eigenfunctions, solutions
to the initial boundary value problem are obtained.

Key words: high-order partial differential equation, initial-boundary value problem, fractional time
derivative, eigenvalues, eigenfunctions, completeness, spectral method, existence, uniqueness, series.
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РЕЗЮМЕ

В данной статье представлены основные свойства M -субгармонической функции и доказано,
что если срез-функция является M -гармонической на единичном шаре (поликруге), то функ-
ция является плюригармонической.

Ключевые слова: срез-функция, гармоническая функция, субгармоническая функция, плю-
ригармоническая функция, M -гармоническая функция, M -субгармоническая функция.

Пусть Cn —комплексное пространство (n ≥ 1), B = {z ∈ Cn : |z| < 1}—открытый единичный шар
в Cn с центром в начале координат, граница которого является сферой

S = {z ∈ Cn : |z| = 1} .

Когда n = 1, единичный поликруг в C будет обозначаться через U , а для n > 1

Un = {z ∈ Cn : |zj | < 1, j = 1, 2, . . . , n} (1)

Множество Tn = {z ∈ Cn : |zj | = 1, j = 1, 2, . . . , n} называется выделенной границей Un.
Как известно, функция f(z) ∈ C2(D) называется плюригармонической в D, если она удовлетворяет

следующим n2-дифференциальным уравнениям

∂2f(z)

∂zi ∂z̄j
= 0 (i, j = 1, . . . , n).

Действительная функция f(z), −∞ ≤ f(z) <∞ определенная в окрестности точки z0, называется
полунепрерывной сверху в этой точке, если для любого ε > 0 найдется δ > 0 такое, что

lim
z→z0

f(z) ≤ f(z0) (1)

Определение 1.Функция f(z) : B → [−∞,∞) называется M-гармонической (M-субгармонической)
в шаре B, если она удовлетворяет условиям: а) f(z) полунепрерывна сверху в B; б) для каждой точки
z ∈ B имеет место равенство (неравенство)

f(a) =

∫
S

f(ϕa(rt)) dσ(t)(f(a) ≤
∫
S

f(ϕa(rt)) dσ(t)) (2)

для всех a ∈ B достаточно малого радиуса r сферы σ.
Определение 2. Пусть B-единичный шар в Cn. Функция f(z) ∈ C2(B) называется M-

гармонической (M-субгармонической) в B, если ∆̃f(z) = 0 (∆̃f(z) ≥ 0) в B, где

∆̃f(z) =
4(1− |z|2)

n+ 1

n∑
i,j=1

(δij − zizj)
∂2f(z)

∂zi ∂zj
(3)
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(здесь δij = 0 при i 6= j, δii = 1) инвариантный лапласиан в B [5].
Определение 3. Пусть Un-единичный поликруг в Cn. Функция f(z) ∈ C2(Un) называется M-

гармонической (M-субгармонической) в Un, если ∆̃f(z) = 0 (∆̃f(z) ≥ 0) в Un, где

∆̃ f(z) = 2

n∑
j=1

(1− |zj |2)2 ∂
2f(z)

∂zj ∂zj
(4)

инвариантный лапласиан в Un [4].
Изучение теории гармонических функций с учетом инвариантного лапласиана активизировалось в

1960-х годах благодаря работам Фюрстенберга ([8], [9]), где появилось интегральное представление Пуан-
каре для ограниченных гармонических функций на симметричных пространствах, а также расширение
классической теоремы Фату ([12]) на интегралы Пуанкаре для шара и ограниченных симметричных об-
ластей Кораньи ([10]), Штейна и Вайса ([11], [13]). С тех пор проводятся активные исследования инвари-
антных гармонических функций и, в последнее время, теории инвариантного потенциала в целом.

У. Рудин в работе [3] получил следующий результат: если функция u(z) гармоническая и M-
гармоническая в B, является плюригармонической в B.

Р.М. Мадрахимов и М.Д. Ваисова в работе [15] доказали следующую теорему: если функция u(z)
гармоническая и M-субгармоническая в B, то является плюригармонической в B.

Основные результаты работы

Цель данной работы - сформулировать свойства M-субгармонических функций на шаре B и дока-
зать следующую теорему о плюригармонических функциях в шаре B (поликруге Un).

Свойство 1. Любая линейная комбинация с положительными коэффициентами M-
субгармонических функций является M-субгармонической функцией.

Доказательство свойства 1. Докажем, что произведение M-субгармонической функции на поло-
жительную константу снова является M-субгармонической функцией.

Действительно, при умножении на положительную постоянную полунепрерывность сверху
lim
z→z0

µf(z) ≤ µf(z0), так и условие µf(z) ≤
∫
S
µf(ϕz(rt)) dσ(t) сохраняются.

Теперь докажем, что сумма двух M-субгармонических функций есть M-субгармоническая функция.
Пусть f(z) и h(z)-M-субгармонические функции. Функции f(z) и h(z) полунепрерывны сверху, т.

е. выполняются lim
z→z0

f(z) ≤ f(z0) и lim
z→z0

h(z) ≤ h(z0). Также выполняются f(z) ≤
∫
S
f(ϕz(rt)) dσ(t) и

h(z) ≤
∫
S
h(ϕz(rt)) dσ(t).

Отсюда следует, что lim
z→z0

f(z) + lim
z→z0

h(z) = lim
z→z0

[f(z) + h(z)] ≤ f(z0) + h(z0) и f(z) + h(z) ≤∫
S
f(ϕz(rt)) dσ(t)+

∫
S
h(ϕz(rt)) dσ(t) =

∫
S

[f(ϕz(rt))+h(ϕz(rt))] dσ(t). Таким образом, f(z)+h(z) является
M-субгармонической функцией.

Используя это, мы доказываем свойство 1. Пусть функции fj(z) (j = 1, ..., n)- M-субгармонические
функции, а λj (j = 1, ..., n) - положительные действительные числа. Тогда λj · fj(z), (j = 1, . . . , n)
является M-субгармонической функцией.

Из этих свойств непосредственно следует доказательство свойства 1.
Свойство 2. Верхняя огибающая конечного числа M-субгармонических функций есть M-

субгармоническая функция.
Доказательство свойства 2. В самом деле, пусть

F (z) = max{f1(z), f2(z), . . . , fN (z)} (5)

есть верхняя огибающая M-субгармонических функций fj(z), (j = 1, 2, . . . , N). Очевидно, что F (z) полу-
непрерывна сверху, потому что fj(z) полунепрерывны сверху. Далее легко проверить выполнение условия
(2) для F (z).

Действительно, fj(z) ≤ F (z), где j = 1, ..., N . Следовательно,

fj(z) ≤
∫
S

fj(ϕz(rt)) dσ(t) ≤
∫
S

F (ϕz(rt)) dσ(t) (6).
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Так как последнее неравенство справедливо для всех fj(z), то, в частности,

F (z) ≤
∫
S

F (ϕz(rt)) dσ(t) (7),

что и требовалось доказать.
В частности, из этого свойства вытекает, что верхняя огибающая конечного числа M-гармонических

функций есть M-субгармоническая.
Свойство 3. Равномерно сходящаяся последовательность M-субгармонических функций имеет сво-

им пределом M-субгармоническую функцию.
Доказательство свойства 3. Пусть {fn(z)} - заданная функциональная последовательность, а

f(z) равномерно сходящаяся к предельной функции, т.е. lim
n→∞

fn(z) = f(z), fn(z) ⇒ f(z).

Покажем, что первая является полунепрерывной сверху функцией. {fn(z)} - M-субгармонические
функции, значит, они полунепрерывны сверху, т.е., lim

z→z0
fn(z) ≤ fn(z0) (для всех j = 1, 2, . . . ). Отсюда и

из lim
n→∞

fn(z) = f(z) следует

lim
n→∞

lim
z→z0

fn(z) = lim
z→z0

lim
n→∞

fn(z) = lim
z→z0

f(z) ≤ lim
n→∞

fn(z0) = f(z0) (8).

Следовательно, f(z) - полунепрерывная сверху функция.
Теперь покажем, что условие (2) выполняется для предельной функции.
Поскольку {fn(z)} - M-субгармонические функции, известно, для любой функции последователь-

ности выполняется неравенство

fn(z) ≤
∫
S

fn(ϕz(rt)) dσ(t) (9).

Поскольку оно сходится равномерно, можно перейти к пределу под знаком интеграла

lim
n→∞

fn(z) = f(z) ≤ lim
n→∞

∫
S

fn(ϕz(rt)) dσ(t) =

∫
S

lim
n→∞

fn(ϕz(rt)) dσ(t) =

∫
S

f(ϕz(rt)) dσ(t) (10).

Отсюда получаем f(z) ≤
∫
S
f(ϕz(rt)) dσ(t). Итак, свойство доказано.

Пусть f(z)- дважды дифференцируемая функция (то есть f(z) ∈ C2(B)). Чтобы изучить поведение
этой функции в различных направлениях внутри шара (поликруге), вводится понятие срез-функции.

Срез-функция определяется следующим образом:

fa,b(λ) = f(a+ λb)

где a ∈ B (a ∈ Un), b ∈ Cn. Срез-функция определяется для всех значений λ ∈ C, таких что точка
la,b = a+ λb ∈ B (la,b = a+ λb ∈ Un). Согласно этому определению, функция fa,b(λ) становится функцией
одной переменной по комплексному параметру λ.

Теорема 1. Функция f(z) : B → R является плюригармонической, если каждая функция fa,b(λ)
является M-гармонической в пересечении B и la,b.

Доказательство теоремы 1. Поскольку у нас n = 1, то (3) принимает следующий вид:

∆̃f(z) = 2(1− |z|2)

(
∂2f(z)

∂z∂z̄
− zz̄ ∂

2f(z)

∂z∂z̄

)
= 2(1− |z|2)2 ∂

2f(z)

∂z∂z̄
. (11).

Согласно гипотезе теоремы, функция fa,b является M-гармонической. Это означает, что отображе-
ние la,b(λ) = a + λb является голоморфным, и функция fa,b = f ◦ la,b(λ) получается как суперпозиция
функции f и голоморфного отображения la,b(λ). Если применить цепные правила из ([5], ст 9, уравнения
(1.1) и (1.2)) дважды для функции fa,b = f ◦ la,b(λ), то выражение (3) примет следующий вид:

(∆̃fa,b)(0) = ∆̃(f ◦ la,b)(0) = 2(1− |a|2)2
n∑

i,j=1

bj b̄i
∂2f(a)

∂ai ∂āj
= 0. (12).
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Обозначим через Hf (a) комплексный гессиан функции f в точке a, то есть матрицу размером n×n,
элементы которой имеют вид:

Hf (a) =


∂2f

∂a1∂ā1

∂2f
∂a2∂ā1

· · · ∂2f
∂an∂ā1

∂2f
∂a1∂ā2

∂2f
∂a2∂ā2

· · · ∂2f
∂an∂ā2

...
...

. . .
...

∂2f
∂a1∂ān

∂2f
∂a2∂ān

· · · ∂2f
∂an∂ān

 .

Тогда формула (12) может быть переписана в более компактном виде как:

(∆̃fa,b)(0) = 2(1− |a|2)2〈Hf (a)b, b〉 = 0, (13)

где 〈z, w〉 =
∑n
i=1 ziwi обозначает эрмитово скалярное произведение в Cn, а |z| = 〈z, z〉 12 .

Известно, что 1 − |a|2 > 0 для всех a ∈ B. Из этого следует, что все функции fa,b являются M-
гармоническими в том и только в том случае, если комплексный гессиан функции f в каждой точке
a ∈ B равен нулю, то есть

Hf (a) = 0 для всех a ∈ B.

А это, в свою очередь, эквивалентно тому, что все вторые смешанные производные функции f
по переменным ai ∈ B и сопряжённым переменным ai ∈ B равны нулю для всех индексов , то есть
выполняется условие:

∂2f

∂ai∂āj
= 0 (i, j = 1, . . . , n). (14)

Таким образом, можно сделать окончательный вывод: функция f является плюригaрмонической в
B, так как выполнение равенства (14) и обнуление комплексного гессиана означают, что f удовлетворяет
определению плюригaрмонической функции.

Теорема 2. Функция f(z) : Un → R является плюригармонической, если каждая функция fa,b(λ)
является M-гармонической в пересечении Un и la,b.

Доказательство теоремы 2. Мы доказываем теорему 2 так же, как и теорему 1, поскольку
∆̃B = ∆̃U , при n = 1. По условию теоремы, fa,b является M-гармонической функцией. Как и в теореме 1,
если мы дважды применим правила цепочки к функции fa,b = f ◦ la,b(λ), то (12) вытекает из (4).

Тогда выражение (12) преобразуется в (13). Это означает, что все функции fa,b являются M-
гармоническими тогда и только тогда, когда комплексный Гессиан функции f , Hf (a), равен нулю для
всех точек a ∈ Un, то есть, когда выполняется равенство (14).

Таким образом, f является плюригармонической функцией в Un.
Хотя теоремы 1 и 2 имеют схожую структуру и идеи, мы предпочитаем рассматривать их отдельно,

так как шар B и поликруг Un не являются биголоморфными.
Из этих теорем вытекают следующие следствия:
Следствие 1. Функция f(z) : B → R (f(z) : Un → R) является гармонической, если каждая

функция fa,b является M-гармонической в пересечении B и la,b (Un и la,b).
Следствие 2. Функция f(z) : B → R (f(z) : Un → R) является M-гармонической, если каждая

функция fa,b является M-гармонической в пересечении B и la,b (Un и la,b).
Определим Λ следующим образом:

Λf(z) =

n∑
i,j=1

ziz̄j
∂2f(z)

∂zi ∂z̄j

Следствие 3. Пусть функция fa,b удовлетворяет условию Λfa,b = 0 в пересечении B и la,b. Тогда
функция f(z) является плюригармонической.

Подводя итоги статьи, можно сказать, что изучены свойства M-субгармонических функций, ана-
логичные свойствам субгармонических функций. В теоремах 1 и 2 даны критерии плюригармоничности
функций, определенных на единичном шаре и поликруге соответственно.
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REZYUME

Ushbu maqolada M -subgarmonik funksiyaning asosiy xossalari va agar birlik sharda (polidoirada)
kesim-funksiya M -garmonik bo’lsa, u holda funksiya plyurigarmonik ekanligi isbotlangan.

Kalit so‘zlar: kesim-funksiya, garmonik funksiya, subgarmonik funksiya, plyurigarmonik funksiya,
M -garmonik funksiya, M -subgarmonik funksiya.

RESUME

This article presents the basic properties of the M -subharmonic function and proves that if the slice
function is M -harmonic on the unit ball (polydisc), then the function is pluriharmonic.

Key words: slice function, harmonic function, subharmonic function, pluriharmonic function, M -
harmonic function, M-subharmonic function.
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РЕЗЮМЕ

В данном работе рассматривается квазилинейная дифференциальная игра преследования опи-
сываемая системой дифференциально-разностных уравнений нейтрального типа. Изучена за-
дача о переводе пучка траекторий из начального множества N(X(·)) на терминальное множе-
ство M при геометрических ограничениях на управления игроков. С помощью модификации
первого метода задачи преследования получены новые достаточные условия для разрешимости
игровые задачи управления пучками траекторий.

Ключевые слова: дифференциальная игра, задача преследования, дифференциально-
разностные уравнения нейтрального типа, терминальное множество, преследователь, убега-
ющий, управлений.

Введение

Во второй половине двадцатого века одним из интенсивно развивающихся разделов современной ма-
тематики стала теория управляемых процессов. Конфликтно управляемые процессы, описываемые диф-
ференциальными уравнениями, называются дифференциальными играми. Настоящий термин был введен
американским математиком Р. Айзексом - одним из основоположников теории дифференциальных игр.
Исследования Айзекса по проекту коорпорации RAND (США), выполненные в начале второй половины
20-го века, были опубликованы в 1965 году в виде монографии, "Дифференциальные игры"[1], в кото-
рой предложен оригинальный метод решения дифференциальных игр и достаточно глубоко выяснены
все основные принципиальные трудности проблемы. При этом заслуживает внимание то, что стратегия
противоборствующих сторон конструируется в виде синтезирующих функций, зависящих только от со-
стояния игры. Р.Айзекс с помощью своего метода решил большое количество интересных прикладных
задач и получил оргинальные результаты.

Становление и систематическое развитие теории дифференциальных игр началось в конце 50-
х и начале 60-х годов XX столетия. Оно стимулировалось потребностями практики, большими
успехами математической теории управления, теории игр и исследования операций. Прогресс тео-
рии дифференциальных игр связан прежде всего с именами советских и зарубежных математиков
Л.С.Понтрягина, Н.Н. Красовского, Е.Ф. Мищенко, Р.Айзекса, У.Флеминга. Крупный вклад в развитие
теории дифференциальных игр внесли Ю.С.Осипов, Р.В. Гамкрелидзе, А.И. Субботин, А.Б. Куржан-
ский, А.В.Кряжимский, Ф.Л.Черноусько, В.Н.Ушаков, Н.Ю.Лукоянов, Б.Н.Пшеничный, Н.Ю.Сатимов,
А.А.Азамов, А.Г.Ченцов, В.Е.Третьяков, Л.А.Петросян, М.С.Никольский, В.И.Максимов, Н.Н.Субботина,
П.Б.Гусятников, Н.Л.Григоренко, В.И.Ухоботов, А.А. Чикрий и многие другие математики.

Основополагающий вклад в развитие теории дифференциальных игр внесли школы
Л.С.Понтрягина и Н.Н.Красовского. Н.Н.Красовским и представителями его научной школы [2-3]
был предложен и развит позиционный подход к дифференциальным играм. Этот подход, основанный
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на конструктивных законах управления с обратной связью, позволил изучить структуру дифферен-
циальных игр и выдвинул фундаментальный принцип построения разрешающих управлений-принцип
экстремального прицеливания и сформулировать и доказать центральный результат теории позицион-
ных дифференциальных игр - теорему об альтернативе. Затем была развита более общая концепция
позиционной дифференциальной игры, доказаны теоремы существования цены игры и седловой точ-
ки, предложены конструктивные методы формирования оптимальных стратегий. Итоги подведены в
совместной с А.И. Субботиным монографии "Позиционные дифференциальные игры"[2]. Обоснованы
методы детерминированных и стохастических программных конструкций. Решение игровой задачи
сводится к последовательному выбору экстремальных управлений, сохраняющих траекторию конфликт-
но управляемого процесса на стабильном мосту и приводящих траекторию по нему на терминальное
множество.

Фундаментальные результаты по решению дифференциальных игр преследования и убегания полу-
чили Л.С.Понтрягин и Е.Ф.Мищенко. В работе [4] сформулированы достаточные условия разрешимости
задачи преследования в нелинейных дифференциальных играх. В ней использован формализм принципа
максимума - одного из центральных методов теории управления. Основной результат заключается в опи-
сании множества начальных позиций, из которых гарантируется возможность завершения преследования,
а также в вычислении времени преследования, и способ формирования управления преследователя, реа-
лизующего процесс преследования. Результаты, полученные Л. С. Понтрягиным и Е. Ф. Мищенко привело
к созданию Л. С. Понтрягиным первого и второго прямых методов решения задачи преследования для
линейных дифференциальных игр [5]. Наиболее простым и достаточно эффективным для решения кон-
кретных задач преследования является первый метод Л.С.Понтрягина. Первый метод Л.С.Понтрягина
послужил основой для многих обобщений, в частности, [6-8], а также этот метод имеет тесную связь с
методом разрешающих функций [7]. В работе [8] разработан третий промежуточный прямой метод для
линейных дифференциальных игр. А.Азамовым [10] обнаружена двойственность альтернированного ин-
теграла Л.С. Понтрягина.

Во всех упомянутых выше работах изучались дифференциальные игры, описываемые обыкно-
венными дифференциальными уравнениями. Однако при более тщательном изучении часто становит-
ся очевидным, что более реалистичная модель игры должна включать некоторые из предшествующих
состояний системы. Простейший тип зависимости от прошлого в дифференциальных играх осуществ-
ляется через фазовые переменные. Изучению дифференциальных игр, описываемых дифференциально-
разностными уравнениями, посвящены работы А.В.Кряжимского,Ю.С. Осипова [11], А.Б.Куржанского
[12], М.С.Никольского [13-14], А.А.Чикрий, Г.Ц.Чикрия [15]. В этих работах приводятся достаточные
условия успешного завершения дифференциально-разностной игры сближения, выясняется структура
экстремальных стратегий сближения, доказан ряд теорем об альтернативе, изучаются дифференциально-
разностные игры преследования и убегания при геометрических и интегральных ограничениях на управ-
ления игроков, исследована структура дифференциальных игр.

I. Динамика конфликтно-управляемого процесса в конечномерном евклидовом пространстве Rn
описывается системой линейных дифференциально-разностьных уравнений нейтрального типа, содержа-
щей неизвестную функцию и ее производные в различные моменты времени [24, с. 198],[21]

m∑
i=1

[Aiż(t− hi) +Biz(t− hi)] = f(u(t), v(t)), t ≥ 0, (1)

где z(t) ∈ Rn, n ≥ 1; Ai, Bi (i = 1, 2, · · · ,m) - постоянные (n×n), (n×n) матрицы; функция f : P ×Q→ Rn
- непрерывна по совокупности переменных - блок управления. 0 < h1 < h2 < · · · < hm = h - фиксирован-
ные положительные числа; u(t), v(t) - называются управлениями преследующего и убегающего игроков,
соответственно, они выбираются в виде измеримых векторных функций u = u(·), v = v(·), определенных
на отрезке [0,+∞). Кроме того, они удовлетворяют ограничениям вида

u(t) ∈ P, v(t) ∈ Q, 0 ≤ t < +∞, (2)

где P и Q непустые компактные подмножества пространств Rp и Rq, соответственно.
Измеримые функции u(t), v(t), 0 ≤ t < +∞, удовлетворяющие геометрическим ограничениям (2),

назовем допустимыми управлениями преследующего и убегающего игроков, соответственно.

171



Вестник НУУз Точные науки №2/1/1, 2025, 170-177

Кроме того, в пространстве Rn выделено терминальное множество M имееющий цилиндрический
видM = M0+M1, гдеM0− линейное подпространство пространства Rn,M1− компактное подмножество
подпространства L,L - ортогональное дополнение к подпространству M0 в Rn (т.е. M0⊕L = Rn); через π
- обозначим матрицу оператора ортогонального проектирования из Rn на L : π : Rn → L; под интегралом
однозначной или многозначной функции (многозначного отображения) понимается ее интеграл Лебега [4,
с.411],[5],[6].

В пространстве Rn, кроме терминального множестваM выделено множествоN(X(·)), из точек кото-
рого исходят траектории игры (1), называется начальным множеством. В качестве начального множества
N(X(·)) берется множество измеримых однозначных ветвей многозначного отображенияX(t),−h ≤ t ≤ 0 :

N(X(·)) = {ϕ(t) : z(t) = ϕ(t), ϕ(t) ∈ X,−h ≤ t ≤ 0}.

Пусть u = u(t), 0 ≤ t < +∞, и v = v(t), 0 ≤ t < +∞, - произвольные допустимые управления в
игре (1), (2). Через z(u(·), v(·), N(X(·))), обозначим множество (пучок) всех траекторий уравнения (1),
исходящих из точек множества N(X(·)) при допустимых управлениях u(·), v(·) преследующего и убега-
ющего игроков соответственно. В этом случае наша цель заключается в приведении пучка траекторий
z(u(·), v(·), N(X(·))) на терминальное множество M .

Задача управления пучками траекторий состоит в нахождении числа T ≥ 0 и конструировании
при каждом t ∈ [0,+∞) значения u[t] параметра u так, чтобы каждая траектория z(t), 0 ≤ t < +∞,
пучка z(u[·], v(·), N(X(·))) попала на терминальное множество M за время, не превосходящее T , т.е. для
каждой траектории z(t), t ∈ [0,+∞), пучка z(u[·], v(·), N(X(·))) при некотором t = t∗ ∈ [0, T ] должно иметь
место включение z(t∗) ∈ M . Число T называется временем перевода. В случае, когда задача управления
пучками траекторий разрешима, то говорят, что в игре (1) пучок траекторий из начального множества
N(X(·)) можно перевести на терминальное множество M за время T .

Пусть τ > 0, и t ∈ [0, τ ]. Через

X ∗Y = {x : x+ Y ⊂ X} =
⋂
y∈Y

(X − y),

- обозначим геометрическую разность (разность Минковского) множеств X и Y, где X,Y ⊂ Rn [см.[6,
с.459]].

Через K(t),−∞ < t ≤ τ, - обозначим матричную функцию, обладающую следующими свойствами
[23, c.199],[24]: а) K(t) = 0̃, t < 0, 0̃ - нулевая матрица порядка n; б) K(0) = E,E - единичная матрица
порядка n; в) элементы матрицы K(t), 0 ≤ t ≤ τ, принадлежат классу C1[0; τ ]; г) K(t) удовлетворяет
матричному дифференциальному уравнению

m∑
i=1

[AiK̇(t− hi) +BiK(t− hi)] = 0, (3)

при t > 0, t /∈ S0, где S0 = S
⋃

(−h,+∞), S = {t : t =
∑∞
i=0 jihi}, ji - целые числа.

Матричная функция K(t) принадлежит классу C1 при t > 0, t /∈ S0 но, в общем случае, имеет
разрывы первого рода в точках множества S0.

Пусть u = u(s), v = v(s) - допустимые управления определены на отрезке [0, t], t > 0, тогда для
решения системы (1), при начальном условии ϕ(·) ∈ N(X(·)), (z(s) = ϕ(s),−hm ≤ s ≤ 0), в силу формулы
Коши имеет место представление [23, с.193]

z(t) = −
m∑
i=1

K(t− s− hi)Aiϕ(0) +

m∑
i=1

∫ 0

−hi
K(t− s− hi)[Aiϕ̇(s) +Biϕ(s)]ds−

−
∫ t

0

K(t− s)f(u(s), v(s))ds.

Рассмотрим следующие множества [4]

F (t, v) = πK(t)f(P, v),
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Ŵ (t) =
⋂
v∈Q

F (t, v), W (τ) =

∫ τ

0

Ŵ (t)dt, (4)

где πK(t)f(P, v) = {πK(t)f(u, v) : u ∈ P}.
Предположение 1. Для всех t ≥ 0 отображение Ŵ (t) не пусто.
Из предположения (1) следует, что domŴ (t) = [0,∞). Тогда поскольку многозначное отображе-

ние F (t, v) непрерывно на множестве [0,∞) × Q, то в силу утверждения 1.3.1 [6] отображение Ŵ (t)
полунепрерывно сверху, а значит, борелевское. Следовательно, согласно лемме 1.3.6 [6] и в соответ-
ствии с определением интеграла W (τ1) существует хотя бы один бореловский суммируемый селектор
w̃(t) ∈ Ŵ (t), 0 ≤ t ≤ τ1, такая, что имеет место равенство w =

∫ τ1
0
w̃(t)dt. Зафиксируем ее.

Через
∑

= {w̃(·) : w̃(t) ∈ Ŵ (t), t ≥ 0} обозначим совокупность бореловских селекторов многознач-
ного отображения Ŵ (t). Далее, через W1[M1 ∗H[τ,N(X(·))], τ ] обозначим следующее множество [16],[17]

W1[M1 ∗H[τ,N(X(·))], τ ] = [M1 ∗H[τ,N(X(·))]] +

∫ τ

0

Ŵ (t)dt, (5)

где

H[τ,N(X(·))] = −
m∑
i=1

K(τ − t− hi)AiX(0)+

+

m∑
i=1

∫ 0

−hi
K(τ − t− hi)[AiẊ(t) +BiX(t)]ds =

{ m∑
i=1

K(τ − t− hi)Aiϕ(0)+

+

m∑
i=1

∫ 0

−hi
K(τ − t− hi)[Aiϕ̇(t) +Biϕ(t)]dt : ϕ(t) ∈ X(t), −hm ≤ t ≤ 0

}
.

Теорема 1. Пусть выполнено предположение 1 и предположим, что при некотором τ = τ1 > 0
имеет место включение

0 ∈W1[M1 ∗H[τ,N(X(·))], τ ]. (6)

Тогда в игре (1) при ограничениях (2) пучок траекторий из начального множества N(X(·)) можно пере-
вести на терминальное множество M за конечное время T (N(X(·))) = τ1.

Доказательство. Пусть выполнено условие теоремы (см.(6)), т.е. имеем

0 ∈W1[M1∗H[τ1, N(X(·))]] +W (τ1). (7)

Тогда (см.(7),(5)) найдутся вектор d ∈ [M1 ∗H[τ1, N(X(·))]] и суммируемая функция w̃(t), 0 ≤ t ≤ τ1
такие, что

w̃(t) ∈ Ŵ (t),

∫ τ1

0

w̃(t)dt = 0

В соответствии с (4) для произвольного фиксированного значения пары (t, v) ∈ [0, τ1]×Q уравнения

πK(τ1 − t)f(u, v) = w̃(τ1 − t), (8)

Относительно u ∈ P имеет решение. Пусть для (t, v) ∈ [0, τ1] × Q вектор u(t, v) - наименьшее в лекси-
кографическом смысле решения уравнения (8). Можно показать, что функция u(t, v), 0 ≤ t ≤ τ1, v ∈ Q,
является лебеговски измеримой по t и борелевски измеримой по v [28, с. 179]. Поэтому для произвольной
измеримой функции v = v(t), 0 ≤ t ≤ τ1, функция u[t] = u(t, v(t)), 0 ≤ t ≤ τ1, будет лебеговски измери-
мой функцией [28, с.179]. Следовательно, в силу теоремы Филиппова-Кастена [28, с.179], уравнение (8)
разрешима в классе измеримых функций.

Покажем, что при таком способе управления параметром u все траектории пучка
z(u[·], v(·), N(X(·))) попадают на терминальное множествоM за время, не превосходящее T (N(X(·))) = τ1.

Подставив в уравнение (1) вместо u(t) и v(t), функции u[t], v(t), 0 ≤ t ≤ τ1, соответственно, из
формулы Коши для решения z(t), 0 ≤ t ≤ τ1, после его проектирования на L, получаем

πz(τ1) = −
m∑
i=1

πK(τ1 − t− hi)Aiϕ(0) +

m∑
i=1

∫ 0

−hi
K(τ1 − t− hi)[Aiϕ̇(t) +Biϕ(t)]dt−
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−
∫ τ1

0

πK(τ1 − t)f(u[t], v(t))dt = −
m∑
i=1

πK(τ1 − t− hi)Aiϕ(0)+

+

m∑
i=1

∫ 0

−hi
K(τ1 − t− hi)[Aiϕ̇(t) +Biϕ(t)]dt−

∫ τ1

0

w̃(τ1 − t)dt =

= −
m∑
i=1

πK(τ1 − t− hi)Aiϕ(0) +

m∑
i=1

∫ 0

−hi
K(τ1 − t− hi)[Aiϕ̇(t) +Biϕ(t)]dt+ d, (9)

так как d+ w = 0. Далее, имеем (см.(9))

πz(τ1) = −
m∑
i=1

πK(τ1 − t− hi)Aiϕ(0) +

m∑
i=1

∫ 0

−hi
K(τ1 − t− hi)[Aiϕ̇(t) +Biϕ(t)]dt+ d ∈

∈ [M1 ∗H[τ1, N(X(·))]] +H[τ1, N(X(·))] ⊂M1,

в соответствии с определением геометрической разности ∗. Таким образом, для любого начального поло-
жения ϕ(·) ∈ N(X(·)) имеет место включение πz(τ1) ∈ M1 что эквивалентно включению z(τ1) ∈ M1. Это
означает, что задача управления пучками траекторий решена, а временем перевода является τ1. Теорема
1 доказана.

II. Пусть по-прежнему τ > 0 и t ∈ [0, τ ]. Пусть d− произвольная точка множества
M1 ∗H[τ,N(X(·))], w̃(t), 0 ≤ t ≤ τ,− произвольная суммируемая функция w̃(t) ∈ Ŵ (t). Зафиксируем
некоторое начальное положение ϕ(·) ∈ N(X(·)). Положим

ξ[τ, ϕ(·)] = −d− f(τ),

где f(τ) ∈ W (τ). Далее, в соответствии с определением интеграла W (τ) существует измеримый по Бо-
релю суммируемый селектор w̃(t) ∈ Ŵ (t), 0 ≤ t ≤ τ, такой, что выполнено равенство f(τ) =

∫ τ
0
w̃(t)dt.

Зафиксируем его. Тогда вектор функция ξ[τ, ϕ(·)] имеет вид

ξ[τ, ϕ(·)] = −d−
∫ τ

0

w̃(t)dt.

Для произвольного вектора v ∈ Q определим числовую функцию λ(ϕ(·), τ, t, v) [8]:

λ(ϕ(·), τ, t, v) =

{
sup
{
λ ≥ 0 : λη[τ, ϕ(·)] ∈ πK(t)f(P, v)− w̃(τ − t)

}
, если ξ[τ, ϕ(·)] 6= 0,

τ−1, если ξ[τ, ϕ(·)] = 0,

η[τ, ϕ(·)] =
ξ[τ, ϕ(·)]
| ξ[τ, ϕ(·)] |

, ξ[τ, ϕ(·)] 6= 0.

Введем обозначение λ(ϕ(·), τ, t, ) = inf{λ(ϕ(·), τ, t, v) : v ∈ Q}.
Предположение 2. Существуют число τ = τ2 > 0, вектор d ∈ M1∗H[τ2, N(X(·))] и суммируемая

функция w̃(t), 0 ≤ t ≤ τ2, w̃(t) ∈ Ŵ (t), d +
∫ τ2

0
w̃(t)dt 6= 0, такие, что: а) функция λ(ϕ(·), τ2, t), 0 ≤ t ≤ τ2,

а также суперпозиция λ(ϕ(·), τ2, t, v(t)), функции λ(ϕ(·), τ2, t, v), 0 ≤ t ≤ τ2, v ∈ Q, при произвольной
измеримой функции v(t), 0 ≤ t ≤ τ2, являются суммируемыми; б) справедливо неравенство [25]

|ξ[τ2, ϕ(·)]| −
∫ τ2

0

λ(ϕ(·), τ2, t)dt ≤ 0. (10)

Теорема 2. Если выполнено сформулированное выше предположение 2, то в игре (1) при огра-
ничениях (2) пучок траекторий из начального множества N(X(·)) можно перевести на терминальное
множество M за время T (N(X(·))) = τ2.

Доказательство. Пусть для начального положения ϕ(·) ∈ N(X(·)) выполнены условия предполо-
жения 2. Для произвольной измеримой функции v = v(r), 0 ≤ t < +∞, v(r) ∈ Q, рассмотрим контрольную
функцию ρ(t; v(r), 0 ≤ r ≤ t), 0 ≤ t ≤ τ, определенную следующим образом:

0 < ρ(τ ; v(t), 0 ≤ t ≤ τ) = |ξ[τ, ϕ(·)]| −
∫ τ

0

λ(ϕ(·), τ, t, v(t))dt.
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В силу п.б) предположения 2 существует момент времени t = t∗ ∈ [0, τ2] такой, что ρ(t∗; v(r), 0 ≤ r ≤ t∗) =
0. Пусть ξ[t∗, ϕ(·)] 6= 0, и ρ(t; v(r), 0 ≤ r ≤ t) > 0 на отрезке [0, τ2]. Действительно, в противном случае

0 < ρ(τ2; v(t), 0 ≤ t ≤ τ2) = |ξ[τ2, ϕ(·)]| −
∫ τ2

0

λ(ϕ(·), τ2, t, v(t))dt ≤

≤ |ξ[τ2, ϕ(·)]| −
∫ τ2

0

λ(ϕ(·), τ2, t)dt,

что противоречит неравенству (10). Таким образом, пусть ρ(t∗; v(r), 0 ≤ r ≤ t∗) = 0. Учитывая этот факт
рекомендуется значение u[t] параметра u выбирать как первый компонент решения уравнений

πK(τ2 − t)f(u[t], v(t)) = w̃(τ2 − t) + λ(ϕ(·), τ2, t, v(t))η[τ2, ϕ(·)], 0 ≤ t ≤ t∗, (11)

πK(τ2 − t)f(u[t], v(t))dt = w̃(τ2 − t), t∗ < t ≤ τ2, (12)

относительно u ∈ P . Используя лемму Филиппова–Кастена [28,с.179] можно показать существование из-
меримых решений уравнений (11),(12). Как обычно, за решение u[t] уравнений (11),(12) принимается
наименьшее в лексикографическом смысле среди всех решений уравнений (11),(12). При таком способе
управления параметром u[t] убедимся, что пучок траекторий z(u[·], v(·), N(X(·))), попадает на множество
M за время, не превосходящее T (N(X(·))) = τ2. Действительно, (см. (11),(12)) имеем соотношение

d = −ξ[τ2, ϕ(·)]−
∫ τ2

0

w̃(τ2 − t)dt = −ξ[t∗, ϕ(·)]−
∫ t∗

0

[
πK(t∗ − t)f(u[t], v(t))−

−λ(z0(·), t∗, τ2, v(t))η[τ2, ϕ(·)]
]
dt−

∫ τ2

t∗
πK(τ2 − t)f(u[t], v(t))dt =

= −ξ[t∗, ϕ(·)]−
∫ t∗

0

λ(z0(·), t∗, τ2, v(t))η[τ2, ϕ(·)]dt−
∫ τ2

0

πK(τ2 − t)f(u[t], v(t))dt =

= −
∫ τ2

0

πK(τ2 − t)f(u[t], v(t))dt, (13)

ибо, из установленного выше равенства ρ(t∗; v(t), 0 ≤ t ≤ t∗) = 0 имеем (см.(13))

−
∫ τ2

0

πK(τ2 − t)f(u[t], v(t))dt = d ∈
[
M1∗H[τ2, N(X(·))]

]
.

Из определения геометрической разности множеств следует, что

H[τ2, N(X(·))]−
∫ τ2

0

πK(τ2 − t)f(u[t], v(t))dt ⊂M1.

Таким образом, учитывая произвольность начального положение ϕ(·) ∈ N(X(·)), пучок траек-
торий, из начального множества N(X(·)) переведен на терминальное множество M за конечное время
T (N(X(·))) = τ2. Теорема 2 доказана.
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REZYUME

Mazkur ishda o‘yinchilarning boshqaruvlariga geometrik chegara qo‘yilgan differensial-
ayirmali neytral tipdagi differensial o‘yinda trayektoriyalarni boshqarishning o‘yin masalasi
qaraladi.O’yinchilarning boshqaruvlariga geometrik chegara qo’yilgan holda N(X(·)) boshlang’ich
to’plamdan M terminal to’plamga trayektoriyalar dastasini o’tkazish haqidagi masala o’rganilgan.
Quvish masalasining birinchi usulining modifikatsiyasi yordamida traektoriyalar dastasining
boshqarish masalasini hal etish uchun yangi yetarli shartlar olingan.

Kalit so‘zlar: differensial o‘yin, quvish masalasi, neytral tipdagi differensial-ayirmali tenglama,
terminal to‘plam, quvlovchi, qochuvchi, boshqaruvlar.

RESUME

In this paper, we consider a quasilinear differential pursuit game described by a system of differential-
difference equations of neutral type. We study the problem of transferring a bundle of trajectories
from the initial set N(X(·)) to the terminal set M under geometric constraints on the players’
controls. Using a modification of the first method of the pursuit problem, we obtain new sufficient
conditions for the solvability of game problems of controlling bundles of trajectories.

Key words: differential games, the pursuit problem, differential-difference equations of neutral type,
terminal set, pursuer, evader, controls.
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УДК 517.55

ЗАДАЧИ ПРЕСЛЕДОВАНИЯ-УБЕГАНИЯ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ИГР
ВТОРОГО ПОРЯДКА С ИМПУЛЬСНЫМ УПРАВЛЕНИЕМ

Мустапокулов Х. Я.
Национальный университет Узбекистана имени Мирзо Улугбека, Международный

университет Нордик, Ташкент
m_hamdam@mail.ru

РЕЗЮМЕ

В статье рассматривается игра преследования и убегания, описываемая дифференциальными
уравнениями второго порядка с импульсным управлением. Оба игрока обладают импульсным
управлением, которое воздействует на объект в заранее заданные моменты времени и модели-
руется с использованием дельта-функции Дирака. Для данного класса дифференциальных игр
получено достаточное условие поимки при применении П-стратегии в задаче преследования.
Кроме того, в задаче убегания показано, что побег возможен при использовании опредлëнной
стратегии убегающего игрока.

Ключевые слова: разрешающая функция, импульсное управление, дифференциальная игра,
задача преследования, задача убегания, П-стратегия.

Введение

Основную теорию дифференциальных игр сформулировали Р. Айзекс [1], Л.С. Понтрягин [2], Н.Н.
Красовский [3], Б.Н. Пшеничный [4], Л.А. Петросян [5], А.А. Чикрий [6], А.И. Субботин [7] и др.

В теории дифференциальных игр задачи преследования-убегания занимают особое место в силу
ряда специфических качеств. Одним из них является широта применения различных методов и ориги-
нальность получаемых результатов [1, 2, 4, 5, 8]. Это качество отчетливо проявилось в модельных задачах.
Например, пример Р. Айзекса, названный "игрой с линией жизни"[1, Задача 9.5.1] с простой динамикой
игроков, был решен Л.А. Петросяном, который ввел специальную стратегию [5], названную стратегией
параллельного сближения (кратко, П-стратегия). В дальнейшем П-стратегия эффективно применялась
для решения других видов игр преследования [6, 9-12]. Позднее А.А. Чикрий [6] разработал разрешающие
функции на основе объединения идей П-стратегии и первого прямого метода Л.С. Понтрягина [2].

В работе [13-16] рассмотрены дифференциальные игры преследования с импульсным управлением
и управлением с геометрическими и интегральными ограничениями. Методом разрешающих функций
доказаны теоремы с достаточными условиями для завершения преследования за конечное время. Указаны
способы нахождения гарантированного времени и управления преследующего игрока для завершения
преследования. Полученные результаты применены к решению конкретных задач преследования.

В работах [17] рассмотрена задача преследования, в которой движения игроков описываются од-
нотипными линейными дифференциальными уравнениями второго порядка — уравнениями Мещерского.
Мгновенное отделение конечного количества массы топлива с постоянной по величине скоростью сводится
к задаче с импульсным управлением. Указаны соответствующие управления игроков и оптимальное время
завершения преследования. В [18] изучена дифференциальная игра преследования многих лиц с простыми
нестационарными движениями каждого из игроков. С применением метода разрешающих функций до-
казывается теорема о поимке хотя бы одним из преследователей на основе импульсных контрстратегий.
Доказывается аналогичная теорема при применении убегающим игроком импульсной стратегии.

В [19] рассматриваются игры преследования с простым движением, в которых игроки (преследова-
тель, убегающий или оба) используют импульсные управления, воздействия на объект которых осуществ-
ляются в заранее заданных моментах времени, и соответствующее управление выражается при помощи
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дельта-функции Дирака. Для данного класса дифференциальных игр получены достаточные условия
разрешимости задачи преследования и убегания.

1. Постановка задачи

Пусть в пространстве Rn управляемый объект P , называемый преследователем, гонится за другим
объектом E, называемом убегающим. Вектор состояния преследователя обозначим x, вектор состояния
убегающего через y, соответственно. В настоящей работе рассматривается задача преследования-убегания,
динамические возможности которых описываются уравнениями [12]

P : ẍ+ aẋ = u, x(0) = x0, ẋ(0) = x1, (1.1)

E : ÿ + aẏ = v, y(0) = y0, ẏ(0) = y1, (1.2)

где x, y, u, v ∈ Rn, n ≥ 2, a > 0; x0, y0− начальные состояния объектов, а x1, y1¯ их начальные векторы
скоростей. При этом требуется, чтобы x0 6= y0 и x1 = y1.

Предположим, что τi = i∆, i ∈ N0 = N ∪ {0}, где ∆−некоторый положительный период.
Классом допустимых управлений преследователя и убегающего игроков являются множество им-

пульсных функции, которые выражаются при помощи дельта-функции Дирака [13-19]

u(t) =

∞∑
i=0

uiδ(t− i∆), ui ∈ Sρ, i ∈ N0, t ≥ 0; (1.3)

v(t) =

∞∑
i=0

viδ(t− i∆), vi ∈ Sσ, i ∈ N0, t ≥ 0, (1.4)

где Sρ, Sσ−шары радиусов ρ и σ с центрами в начале координат, а ρ, σ− неотрицательные фиксированные
числа.

Управляющие функции u(·) и v(·) игроков зависят от времени t, t ≥ 0. Множество всех допустимых
управляющих функций u(·) (v(·)), обозначается через U (через V ).

В силу уравнений (1.1)-(1.2) каждые пары (x0, u(·)), где u(·) ∈ U , и (y0, v(·)), где v(·) ∈ V , порождают
траектории:

x(t) = x0 +
x1

a
(1− e−at) +

1

a

∫ t

0

u(s)(1− e−a(t−s))ds,

y(t) = y0 +
y1

a
(1− e−at) +

1

a

∫ t

0

v(s)(1− e−a(t−s))ds

соответственно. Тогда x(t)− называется траекторией движения преследователя, а y(t)−траекторией дви-
жения убегающего.

Известно, что, если функции управления игроков P и E зависят только от времени t, t ≥ 0, то они
не гарантируют решения игр преследования и уклонения. Таким образом, допустимые типы управлений
предполагают наличие стратегий. Ниже мы приведем основные определения и понятия.

Введем обозначения

z(t) = x(t)− y(t), z(0) = z0 = x0 − y0, ż(0) = z1 = x1 − y1. (1.5)

Тогда, согласно (1.1), (1.2), (1.7), получаем начальную задачу

z̈ + aż = u− v, (1.6)

z(0) = z0, ż(0) = z1 = 0. (1.7)

Следовательно, в качестве альтернативы игре (1.1)-(1.2) нами была сформирована игра (1.6) или для
краткости игра (U, V ).

После подстановки в правую часть уравнения (1.6) допустимых управлений игроков получим си-
стему с правой частью с аддитивно входящей обобщенной функцией. Согласно теореме 1 [20, §1, гл.1] эта
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система имеет решение при любом начальном условии (1.7) причем оно единственно и абсолютно непре-
рывно на интервалах (τi−1, τi), i ∈ N, где N− множество натуральных чисел, а в моменты времени τi
может иметь разрывы первого рода.

Определение 1.1. Отображение u : V × Rn → U называется стратегией преследователя, если
выполнены следующие условия:

(1) Для каждого v(·) ∈ V выполнено включение u(·) = u(v(·), z0) ∈ U в некотором промежутке
времени [0, T ], при этом, функция u(t) = u(v(·)), t ≥ 0 называется реализацией стратегии u(v(·)), v(·) ∈
V .

(2) Если для v1(·), v2(·) ∈ V выполнено равенство v1(t) = v2(t) почти всюду на [0, T ], то u1(t) =
u2(t) почти всюду на [0, T ], где ui(·) = u(vi(·), z0), i = 1, 2.

Определение 1.2. Стратегию u = u(v(·), z0) принято называть стратегией параллельного пре-
следования или П-стратегией, если для каждого v(·) ∈ V решение задачи Коши

z̈(t) + aż(t) = u(v(t), z0)− v(t), z(0) = z0, ż(0) = 0

можно представить в виде
z(t) = Λ(t, v(·))z0, Λ(0, v(·)) = 1,

где Λ(t, v(·))−некоторая скалярная непрерывная функция по t, t ≥ 0; функцию Λ(t, v(·)) в дальнейшем
назовем функцией сближением в задаче преследования.

Определение 1.3. П-стратегия называется выигрышной для преследователя в промежутке вре-
мени [0, T (u)] в игре (U, V ), начинающейся с (z0, z1), если для любого управления v(·) ∈ V существует
некоторое время T ∗ ∈ T (u) такое, что z(T ∗) = 0. При этом, число T (u) будем называть гарантирован-
ным временем преследования или поимки.

Теперь мы рассмотрим игру (U, V ) с точки зрения игрока E.
Определение 1.4. Стратегия v∗(·) ∈ V называется выигрышной для убегающего в игре (U, V ),

начинающейся с (z0, z1), если для любого управления u(·) ∈ U решение z(t) задачи Коши

z̈(t) + aż(t) = u(t)− v∗(t), z(0) = z0, ż(0) = 0,

не равно нулю, т.е. z(t) 6= 0 при каждом t ∈ [0,+∞).
В этой статье будут по отдельности исследованы следующие игровые задачы:
Задача преследования. Задача преследования в игре (1.1)-(1.2). Построить П-стратегию для

преследователя и найти достаточное условие поимки.
Задача уклонения. Задача уклонения в игре (1.1)-(1.2). Установить оптимальную стратегию для

убегающего и оценить, как изменить расстояние |z(t)| между преследователем и убегающим.

2. Решение задачи преследования

В настоящем разделе П-стратегия будет определена на основе работ [5, 10-12] и будет взято доста-
точное условие поимки.

Для решения задачи преследования предположим, что в текущий момент времени t преследователю
известны начальные параметры x0, y0, текущий момент времени t и значение управления убегающего v(t).

Если игроки P и E выделят свои допустимые функции управления u(·) ∈ U и v(·) ∈ V соответ-
ственно, то, используя (1.3)-(1.7), получим вектор-функцию

z(t) = z0 +
1

a

N(t)∑
i=0

(ui − vi) (1− e−a(t−i∆)), (2.1)

где N(t) = [ t∆ ], [ ]−целая часть числа.
В силу (2.1) преследователь стремится к достижению равенства z(t∗) = 0 при некотором t∗ > 0, а

убегающий стремится сохранить соотношение z(t) 6= 0 при каждом t, t ≥ 0.
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Рассмотрим функцию

p(t) = 1− ρ− σ
a|z0|

( t
∆
− e−at · e

a(t+∆) − 1

ea∆ − 1

)
.

Следующее утверждение будет использовано для доказательства существования времени поимки.
Предложение 2.1. Пусть ρ > σ. Тогда уравнение

p(t) = 0, t ≥ 0, (2.2)

имеет один и только один положительный корень, который обозначим через T .
Для построения П-стратегии предположим, что преследователь знает начальные данные z0, ρ, σ и

значение v(t) в текущий момент времени t.
Определение 2.1. Пусть ρ ≥ σ. Тогда в игре (U, V ) функцию

u(z0, v(t)) =

∞∑
i=0

uiδ(t− i∆), t ≥ 0, ui = vi − λ(z0, vi)ξ0, i ∈ N0, (2.3)

назовем стратегией параллельного преследования (кратко П-стратегией) преследователя, где

λ(z0, vi) = 〈vi, ξ0〉+

√
〈vi, ξ0〉2 + ρ2 − |vi|2, ξ0 = z0/|z0|, i ∈ N0 (2.4)

〈vi, ξ0〉− скалярное произведение векторов vi, i ∈ N0 и ξ0 в Rn. Функцию λ(z0, vi), i ∈ N0 обычно называ-
ют разрешающей функцией.

Теперь укажем некоторые важные особенности стратегии (2.3) и разрешающей функции (2.4).
Лемма 2.1. Разрешающая функция (2.4) определена и неотрицательна для всех vi ∈ Sσ, i ∈ N0,

и эта функция ограничена следующим образом:

ρ− σ ≤ λ(z0, vi) ≤ ρ+ σ, i ∈ N0 .

Доказательство. Максимальное и минимальное значения разрешающей функции (2.4) определя-
ются для произвольного vi ∈ Sσ, i ∈ N0 следующим образом:

min
vi∈Sσ

λ(z0, vi) = λ(z0, vi)
∣∣∣
vi=−σξ0

= 〈−σξ0, ξ0〉+

√
〈−σξ0, ξ0〉2 + ρ2 − | − σξ0|2 = ρ− σ,

max
vi∈Sσ

λ(z0, vi) = λ(z0, vi)
∣∣∣
vi=σξ0

= 〈σξ0, ξ0〉+

√
〈σξ0, ξ0〉2 + ρ2 − | − σξ0|2 = ρ+ σ, i ∈ N0.

Следовательно,
ρ− σ ≤ λ(z0, vi) ≤ ρ+ σ, i ∈ N0.

2

Определение 2.2. Если ρ > σ, то скалярная функция

Λ(t, v(·)) = 1− 1

a|z0|

N(t)∑
i=0

λ(z0, vi)(1− e−a(t−i∆)) (2.5)

называется функцией сближением игроков в игре (U, V ).
Лемма 2.2. Пусть ρ > σ. То
а) для всех v(·) ∈ V функция (2.5) монотонно убывает по t, t ≥ 0;
б) функция (2.5) ограничена для всех t ∈ [0, T ] следующим образом:

Λ1(t, v(·)) ≤ Λ(t, v(·)) ≤ Λ1(t, v(·)) (2.6)
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где

Λ1(t, v(·)) = 1− ρ+ σ

a|z0|

N(t)∑
i=0

(
1− e−a(t−i∆)

)
,

Λ2(t, v(·)) = 1− ρ− σ
a|z0|

N(t)∑
i=0

(
1− e−a(t−i∆)

)
,

N(t) = [ t∆ ].
Доказательство. Пусть ρ > σ.
а) Определим производную по t от Λ(t, v(·)) и из леммы 2.1 следует, что

dΛ(t, v(·))
dt

= − 1

|z0|

N(t)∑
i=0

λ(z0, vi)e
−a(t−i∆) ≤

≤ −ρ− σ
|z0|

N(t)∑
i=0

e−a(t−i∆) ≤ 0, t ∈ [∆i,∆(i+ 1)), i = 0, 1, 2, ... .

б) Из формулы (2.5) и леммы 2.1 получаем следующую оценку:

Λ(t, v(·)) ≤ 1− 1

a|z0|

N(t)∑
i=0

min
vi∈Sσ

λ(z0, vi)(1− e−a(t−i∆)) ≤ 1− ρ− σ
a|z0|

N(t)∑
i=0

(
1− e−a(t−i∆)

)
= Λ2(t, v(·)),

Λ(t, v(·)) ≥ 1− 1

a|z0|

N(t)∑
i=0

max
vi∈Sσ

λ(z0, vi)(1− e−a(t−i∆)) ≥ 1− ρ+ σ

a|z0|

N(t)∑
i=0

(
1− e−a(t−i∆)

)
= Λ1(t, v(·)).

2

Теорема 2.1. Если ρ > σ, то П-стратегия (2.3) является выигрышной для преследователя в
промежутке времени [0, T ], а гарантированное время T .

Доказательство. Предположим сначала, что убегающий выбирает любое управление v(·) ∈ V , а
преследователь реализует П-стратегию (2.3). Тогда в силу (2.1) и (2.3) имеем

z(t) = z0 −
1

a

N(t)∑
i=0

λ(z0, vi)ξ0(1− e−a(t−i∆)). (2.7)

Перепишем (2.7) как
z(t) = z0Λ(t, v(·)) (2.8)

где Λ(t, v(·)) то же самое, что и (2.5).
Из этого, из леммы 2.2 вытекает следующая оценка:

|z(t)| = |z0| ·
∣∣∣Λ(t, v(·))

∣∣∣ ≤ |z0| ·
∣∣∣Λ2(t, v(·))

∣∣∣ =

= |z0| ·
∣∣∣1− ρ− σ

a|z0|

N(t)∑
i=0

(
1− e−a(t−i∆)

)∣∣∣ =

= |z0| ·
∣∣∣1− ρ− σ

a|z0|

(
N(t) + 1− e−at · e

a∆(N(t)+1) − 1

ea∆ − 1

)∣∣∣ ≤
≤ |z0| ·

∣∣∣1− ρ− σ
a|z0|

( t
∆
− e−at · e

a(t+∆) − 1

ea∆ − 1

)∣∣∣ = |z0| · |p(t)|. (2.9)

Из предложения 2.1 немедленно следует, что в момент T выполняется равенство p(t) = 0. Следова-
тельно, (2.9) указывает на то, что существует конечное время T ∗ ∈ [0, T ], удовлетворяющее Λ(T ∗, v(·)) = 0.
Из этого и учитывая (2.8), получаем z(T ∗) = 0.
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Следовательно, П-стратегия (2.3) гарантирует поимку убегающего на интервале времени [0, T ]. 2

3. Решение задачи уклонения

В этом разделе в качестве стратегии убегающего будет взята постоянная функция и будет дано до-
статочное условие уклонения. Более того, мы обоснуем, что стратегия убегающего является оптимальной
стратегией, а время T , указанное в теореме 2.1, является оптимальным временем поимки.

Определение 3.1. Назовем функцию управления

v∗(t) = −
∞∑
i=0

(
σξ0δ(t− i∆)

)
, t ≥ 0, (3.1)

стратегей убегающего в игре (U, V ).
Сформулируем наш основной результат для проблемы уклонения.
Теорема 3.1. Пусть ρ ≤ σ. Тогда управление (3.1) является выигрышным в игре (U, V ) для убе-

гающего и при этом |z(t)| ≥ |z0| для всех t ≥ 0.
Доказательство. Предположим, что ρ ≤ σ и преследователь выбирает управление u(·) ∈ U , а

убегающий применяет стратегию (3.1). Тогда из (1.6) и (2.6) получаем

|z(t)| =
∣∣∣z0 +

1

a

t∫
0

(u(s)− v∗(s))
(

1− e−a(t−s)
)
ds
∣∣∣ =

=
∣∣∣z0 +

1

a

N(t)∑
i=0

(ui + σξ0)
(

1− e−a(t−i∆)
)∣∣∣ ≥

≥
∣∣∣z0 +

1

a

N(t)∑
i=0

σξ0

(
1− e−a(t−i∆)

)∣∣∣− ∣∣∣1
a

N(t)∑
i=0

ui

(
1− e−a(t−i∆)

)∣∣∣ ≥
≥
∣∣∣|z0|+

σ

a

N(t)∑
i=0

(
1− e−a(t−i∆)

)∣∣∣− 1

a

N(t)∑
i=0

|ui|
(

1− e−a(t−i∆)
)
≥

≥ |z0|+
σ − ρ
a

N(t)∑
i=0

(
1− e−a(t−i∆)

)
≥ |z0|

при всех t ≥ 0. 2
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REZYUME

Ushbu maqolada impuls boshqaruvli ikkinchi tartibli differensial tenglamalar orqali tavsiflanuvchi
quvish-qochish o’yini qaralgan. Bunda o‘yinchilar ikkalasi ham impuls boshqaruvlarga ega bo‘lib, bu
impuls ta’sirlari ob’ektga oldindan belgilangan vaqt momentlarda ta’sir etib, boshqaruv Dirakning
delta-funksiyasi yordamida ifodalanadi. Ushbu differentsial o‘yinlar sinfi uchun quvish masalasida
P-strategiyani qo‘llagan holda tutish vazifasining hal etilishi uchun yetarli shart olingan. Bundan
tashqari qochish masalasida aniq bir strategiyani qo‘llab, qochib ketish mumkinligi ko‘rsatilgan.

Kalit so‘zlar: differensial o’yin, quvish masalasi, qochish masalasi, P-strategiya, tutish.

RESUME

This paper considers a chase-escape game described by second-order differential equations with
impulse control. In this case, both players have impulse controls, and these impulse effects act on
the object at predetermined time instants, and the control is represented by the Dirac delta function.
For this class of differential games, a sufficient condition is obtained for solving the capture problem
using the P-strategy in the chase problem. In addition, it is shown that it is possible to escape using
a specific strategy in the escape problem.

Key words: differential game, pursuit problem, escape problem, P-strategy, capture.
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РЕЗЮМЕ

Рассматривается задача Коши для одномерной неоднородной системы уравнений пороупруго-
сти описываемое тремя параметрами упругости в обратимом гидродинамическом приближе-
нии. Получено решение данной задачи Коши на основе метода характеристик в виде формулы
Даламбера. Показано влияние пористости на распространение акустических волн.

Ключевые слова: математическая модель, пористая среда, задача Коши, формула Даламбе-
ра, прямая задача, медленная волна, пористость.

Введение

В прикладных задачах теории волновых процессов часто приходится иметь дело с пористостью,
флюидонасыщенностью среды и гидродинамическим фоном. Аналогичные вопросы возникают в разве-
дочной геофизике при разработке нефтяных скважин и выборе параметров волнового воздействия на
месторождения нефти и газа с целью оптимизации добычи. Такие вопросы возникают при геофизическом
мониторинге свойств очаговой зоны для прогноза землетрясений [1-3].

В геофизике кинетические параметры горных пород, несут в себе информацию о строении, соста-
ве и условиях залегания пород, они также содержатсведения о литологии пород и характере их границ,
трещиноватости, пористости, наличии различного рода нарушений и локальных включений, а также о
составе и фазовом состоянии флюидов-заполнителей порового пространства коллекторов. Математиче-
ские моделирование волновых процессов позволяют определить значения скоростей распространения и
коэффициентов поглощения упругих сейсмических волн в зависимости от вещественного состава флюи-
дозаполненного коллектора, его строения и влияния окружающей среды.

Выявленные особенности затухания сейсмических волн в трещиновато-пористых средах с одно-
временным проявлением множественных электросейсмических эффектов не удается согласовать с про-
стейшими моделями идеальной теории упругости и среды типа Френкеля-Био. Реальные горные породы
являются многофазными, электропроводящими, трещиноватыми, пористыми и т. д [4-11].

В работе [9] предложена математическая модель распространения нелинейных волн в насыщен-
ной жидкостью пористой упругодеформируемой среде. Модель основана на трех основных принципах:
выполнения законов сохранения, принцип инвариантности группа вращений Галилея, согласованность
уравнений движения насыщающей жидкости с условиями термодинамического равновесия:

∂ρ

∂t
+ div j = 0, j = ρsu1 + ρlu2,
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∂S

∂t
+ div

(
S

ρ
j

)
= 0, ρ = ρl + ρs,

∂ρl
∂t

+ div(ρlu2) = 0,

∂gik
∂t

+ gkj∂iu1j + gij∂ku1j + u1j∂jgik = 0,

∂e

∂t
+ div Q = 0, ρs = const

√
det(gik),

∂ji
∂t

+ ∂k (ρsu1iu1k + ρsu2iu2k + pδik + hijgjk) = 0,

Qk =

(
µ̂+

u2
2

2
+
TS

ρ

)
jk + ρs(u1,u1 − u2)u1k + u1ihkmgmi,

∂u2

∂t
+ (u2,∇) u2 = −∇p

ρ
+
ρs
2ρ
∇(u1 − u2)

2 − hik
2ρ
∇gik.

Здесь u1− скорость движения упругой пористой среды; u2− скорость насыщающей жидкости,
ρ = ρl + ρs, ρs, ρl− плотность континуума, парциальная плотность пористого тела, парциальная плот-
ность жидкости соответственно; gik− метрический тензор упругой деформации; hik˘ тензор напряжений;
e, S˘ энергия и энтрoпия единицы объeма; µ˘ химический потенциал; T− температура; p− давление,
j0− относительный импульс. При этом выполняется первое начало термодинамики для рассматриваемой
системы

de0 = TdS + µ̂dρ+ (u1 − u2, dj0) +
1

2
hikdgik.

В работе [12] получена формула решения задачи Коши для однородной системы пороупругости. В
данной работе получена формула решения задачи Коши для одномерной неоднородной системы уравне-
ний пороупругости, которая описывается тремя параметрами упругости в обратимом гидродинамическом
приближении.

Постановка задачи

Рассмотрим процесс распространения волн в пористой среде в обратимом приближении с учетом
массовых сил F, описываемый одномерной неоднородной системой уравнений [9, 13, 14]

∂2u1(x, t)

∂t2
− a11

∂2u1(x, t)

∂x2
− a12

∂2u2(x, t)

∂x2
= F1(x, t), (1)

∂2u2(x, t)

∂t2
− a21

∂2u1(x, t)

∂x2
− a22

∂2u2(x, t)

∂x2
= F2(x, t), (1)

где парциальные плотности ρs = ρfs (1 − d0) и ρl = ρfl d0, ρfs и ρfl − физические плотности упругого
пористого тела и жидкости, соответственно, d0˘ пористость,

a11 =
λ+ 2µ

ρs
+

(
ρα3 +

λ+ 2µ/3

ρ2

)
ρs −

λ+ 2µ/3

ρ
,

a12 =

(
ρ2α3 +

λ+ 2µ/3

ρ2
− λ+ 2µ/3

ρs

)
ρl
ρ
,

a21 =

(
ρ2α3 +

λ+ 2µ/3

ρ

)
ρl
ρ
− λ+ 2µ/3

ρ
,

a22 =

(
ρ2α3 +

λ+ 2µ/3

ρ

)
ρl
ρ
,

α3, λ, µ− упругие параметры пористой среды [8, 9].
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Рассмотрим задачу Коши для системы уравнений пороупругости (1), (2) со следующими данными
Коши [10]:

u1|t=0 = ϕ1(x),
∂u1

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ1(x) (3)

u2|t=0 = ϕ2(x),
∂u2

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ2(x) (4)

Методология исследования

Удобно ввести новые функции ũ1, F̃1 и ũ2, F̃2 вместо u1, F1 и u2, F2 по формуле(
u1

u2

)
= T

(
ũ1

ũ2

)
,

(
F1

F2

)
= T

(
F̃1

F̃2

)
,

где

T =

(
c2l1 − a22 c2l2 − a22

a21 a21

)
,

c2l1 = B∗

(
1 +

√
1− b∗

B2
∗

)
, c2l2 = B∗

(
1−

√
1− b∗

B2
∗

)
,

B∗ =
α3ρ

2

2
+
λ+ 2µ/3

2ρ

(
λ+ 2µ

λ+ 2
3µ

ρ

ρs
− 1

)
,

b∗ = (λ+ 2µ)

(
1

ρs
− 1

ρ

)[
λ+ 2µ/3

ρ

(
1−

λ+ 2
3µ

λ+ 2µ

)
+ α3ρ

2

]
.

Тогда система уравнений пороупругости (1), (2) эквивалентна двум неоднородным уравнениям стру-
ны

∂2ũ1

∂t2
− c2l1

∂2ũ1

∂x2
= F̃1, (5)

∂2ũ2

∂t2
− c2l2

∂2ũ2

∂x2
= F̃2, (6)

Рассмотрим неоднородные системы (5), (6) с нулевыми данными Коши:

ũ1|t=0 = 0,
∂ũ1

∂t.

∣∣∣∣
t=0

= 0, (7)

ũ2|t=0 = 0,
∂ũ2

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0. (8)

Функции

v1(t, x, τ) =
1

cl1

x+cl1 t−cl1τ∫
x−cl1 t+cl1τ

F̃1(τ, ξ)dξ,

v2(t, x, τ) =
1

cl2

x+cl2 t−cl2τ∫
x−cl2 t+cl2τ

F̃2(τ, ξ)dξ

являются решениями однородной системы

∂2v1

∂t2
− c2l1

∂2v1

∂x2
= 0, (9)

∂2v2

∂t2
− c2l2

∂2v2

∂x2
= 0, (10)
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с начальными данными Коши

v1|t=τ = 0,
∂v1

∂t

∣∣∣∣
t=τ

= F̃1(τ, x), (11)

v2|t=τ = 0,
∂v2

∂t

∣∣∣∣
t=τ

= F̃2(τ, x). (12)

А функции

ũ1(t, x) =

t∫
0

v1(t, x, τ)dτ, ũ2(t, x) =

t∫
0

v2(t, x, τ)dτ (13)

являются решениями задачи (5) - (8) согласно принципу Дюамеля.
Решение задачи Коши для неоднородной системы пороупругости во всем пространстве в одномер-

ном случае обобщают полученные формулы из [12] для однородной системы и представляется в виде:

u1(t, x) =
c2l1 − a22

2
(
c2l1 − c

2
l2

)
ϕ1(x+ cl1t) + ϕ1(x− cl1t) +

1

cl1

x+cl1 t∫
x−cl1 t

ψ1(ξ)dξ

−
(c2l1 − a22)(c2l2 − a22)

2a21

(
c2l1 − c

2
l2

)
ϕ2(x+ cl1t) + ϕ2(x− cl1t)−

1

cl1

x+cl1 t∫
x−cl1 t

ψ2(ξ)dξ

+

(c2l1 − a22)(c2l2 − a22)

2a21

(
c2l1 − c

2
l2

)
ϕ2(x+ cl2t) + ϕ2(x− cl2t) +

1

cl2

x+cl2 t∫
x−cl2 t

ψ2(ξ)dξ

−, (14)

c2l2 − a22

2
(
c2l1 − c

2
l2

)
ϕ1(x+ cl2t) + ϕ1(x− cl2t) +

1

cl2

x+cl2 t∫
x−cl2 t

ψ1(ξ)dξ

+
1

cl1

t∫
0

dτ

x+cl1 t−cl1τ∫
x−cl1 t+cl1τ

F1(τ, ξ)dξ

u2(t, x) =
a21

2
(
c2l1 − c

2
l2

)
ϕ1(x+ cl1t) + ϕ1(x− cl1t) +

1

cl1

x+cl1 t∫
x−cl1 t

ψ1(ξ)dξ

−
c2l2 − a22

2
(
c2l1 − c

2
l2

)
ϕ2(x+ cl1t) + ϕ2(x− cl1t)−

1

cl1

x+cl1 t∫
x−cl1 t

ψ2(ξ)dξ

+

c2l1 − a22

2
(
c2l1 − c

2
l2

)
ϕ2(x+ cl2t) + ϕ2(x− cl2t) +

1

cl2

x+cl2 t∫
x−cl2 t

ψ2(ξ)dξ

−, (15)

a21

2
(
c2l1 − c

2
l2

)
ϕ1(x+ cl2t) + ϕ1(x− cl2t) +

1

cl2

x+cl2 t∫
x−cl2 t

ψ1(ξ)dξ

+
1

cl2

t∫
0

dτ

x+cl2 t−cl2τ∫
x−cl2 t+cl2τ

F2(τ, ξ)dξ

Классическим решением задачи (1)− (4) называется функции

u1, u2 ∈ C2(R+ ×R)
⋂
C1(R̄+ ×R),

где Ck− пространство k раз непрерывно дифференцируемых функций.

Результаты
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Теорема 1. Пусть ϕ1, ϕ2 ∈ C2(R), ψ1, ψ2 ∈ C1(R), F1, F2 ∈ C1(R̄+ × R) тогда существует единственное
классическое решение задачи (1)−(4), которое даётся формулой Даламбера, при этом справедлива оценка

‖u1‖C([0,T ]×R) + ‖u2‖C([0,T ]×R) ≤

C
(
‖ϕ1‖C(R) + ‖ϕ2‖C(R) + ‖ψ1‖C(R) + ‖ψ2‖C(R) + ‖F1‖C([0,T ]×R) + ‖F2‖C([0,T ]×R)

)
где 0 < C− некоторая константа, зависящая только от T .

Легко заметить, что при ϕ1, ϕ2 ∈ C2(R), ψ1, ψ2 ∈ C1(R), F1, F2 ∈ C1(R̄+×R) функции определенные
формулами Даламбера (14), (15), дают нам классическое решение задачи (1)-(4).

Единственность классического решения сразу следует из единственности интегралов при получении
формулы Даламбера.

Заключение

Таким образом, получена формула решения задачи Коши для одномерной неоднородной системы
уравнений пороупругости, которая описывается тремя параметрами упругости в обратимом гидродина-
мическом приближении. Это решение является единственным в классическом смысле и для него можно
получить оценку как в доказанной выше теореме. Полученные формулы могут быть использованы для
тестирования численных методов решения задач волновой динамики пороупругости.
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REZYUME

Qaytariladigan gidrodinamik yaqinlashishda uchta elastiklik parametrlari bilan tavsiflangan bir
o‘lchovli bir jinsli bo‘lmagan g‘ovak elastik muhit tenglamalar sistemasi uchun Koshi masalasini
ko‘rib chiqamiz. Berilgan Koshi masalasining yechimi xarakteristikalar metodi asosida Dalamber
formulasi ko‘rinishida topilgan. Akustik to‘lqinlarning tarqalishiga g‘ovaklikning ta’siri ko‘rsatilgan.

Kalit so‘zlar: matematik model, g‘ovak muhit, Koshi masalasi, d’Alember formulasi, to‘g‘ri masala,
sekin to‘lqin, g‘ovaklik.

RESUME

We consider the Cauchy problem for a one-dimensional inhomogeneous system of poroelasticity
equations described by three elasticity parameters in a reversible hydrodynamic approximation is
considered. The solution of the Cauchy problem in the form of the d’Alembert formula is obtained.
The effect of porosity on the propagation of acoustic waves has been shown.

Key words: mathematical model, porous medium, Cauchy problem, d’Alembert formula, direct
problem, slow wave, porosity.
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УДК 517.968

СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО
УРАВНЕНИЯ ТИПА БЕННИ-ЛЮК ВЫСОКОГО ПОРЯДКА С

ВЫРОЖДЕННЫМ ЯДРОМ

Рахмонов Ф. Д.
Национальный университет Узбекистана имени Мирзо Улугбека

farxod_frd@bk.ru
Холтураев Ф. С.

Ташкентский университет архитектуры и строительства
Fedya-spets@mail.ru

РЕЗЮМЕ.

Представляют большой интерес с точки зрения приложений уравнения типа Бенни-Люка [1-20].
В прямоугольной области рассматривается уравнение в частных производных типа Бенни-Люк чет-

ного высокого порядка со смешанными условиями. Изучаются вопросы однозначной разрешимости данной
задачи. Решение изучается в классе регулярных функций. Используются метод рядов Фурье разделения
переменных. При доказательстве существования и единственности коэффициента Фурье от неизвестной
функции применяется метод последовательных приближений в сочетании его с методом сжимающего
отображения.

Ключевые слова: Уравнение типа Бенни-Люка, интегро-дифференциальное уравнение, вырож-
денное ядро, краевая задача, существования и единственности решения.

Постановка задачи. Исследуется классическая разрешимость краевой задачи для интегро-
дифференциального уравнения типа Бенни-Люка высокого четного порядка. В прямоугольной области
Ω = {(t, x) | 0 < t < T , 0 < x < l } рассматривается уравнение вида

D 2+4 k
t, x U(t, x) = ν

∫ T

0

K (t , s)U (s, x) d s+ α (t)β (x), (1)

где

D 2+4 k
t, x =

∂ 2

∂ t 2
+

∂ 2

∂ t 2

[
(−1)k

∂ 2k

∂ x2 k
+

∂ 4k

∂ x4 k

]
− ω (t)

[
(−1)k

∂ 2k

∂ x2 k
+

∂ 4k

∂ x4 k

]
,

T и l заданные положительные действительные числа, k заданное фиксированное положительное целое
число, ω (t), α (t ) ∈ C (ΩT ) − заданные непрерывные функции, ΩT ≡ [0 ; T ], Ω l ≡ [0 ; l], β (x) ∈ C (Ω l) −
заданная функция, 0 6= K (t , s) =

∑p
i=1 a i (t ) b i (s) , a i (t ) , b i (s) ∈ C [ 0 ; T ] . Здесь предполагается, что

система функций a i (t ) , i = 1 , p и система функций b i (s) , i = 1 , p являются линейно независимыми.
Мы предполагаем, что для заданной функции β (x) верны следующие граничные условия

β(0) = β(l) =
∂ 2

∂ x 2
β(0) =

∂ 2

∂ x 2
β(l) = ... =

∂ 4 k−2

∂ x 4 k−2
β(0) =

∂ 4 k−2

∂ x 4 k−2
β(l).

Найдем функцию U (t, x), которая удовлетворяет дифференциальному уравнению (1), следующим
условиям

U (T, x) = ϕ1(x), 0 ≤ x ≤ l , (2)

Ut (T, x) = ϕ2 (x) , 0 ≤ x ≤ l (3)

и условиям типа Дирихле для 0 ≤ t ≤ T

u(t, 0) = u(t, l) =
∂ 2

∂ x 2
u(t, 0) =

∂ 2

∂ x 2
u(t, l) =
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= ... =
∂ 4 k−2

∂ x 4 k−2
u(t, 0) =

∂ 4 k−2

∂ x 4 k−2
u(t, l) = 0, (4)

класс функций
U (t, x) ∈ C (Ω̄) ∩ C2,4k

t,x (Ω) ∩ C2+2 k
t, x (Ω), (5)

где ϕi(x) (i = 1, 2) - заданные гладкие функции и имеют место условия периодичности

ϕ i (0) = ϕ i (l) =
∂ 2

∂ x 2
ϕ i (0) =

∂ 2

∂ x 2
ϕ i (l) =

= ... =
∂ 4 k−2

∂ x 4 k−2
ϕ i (0) =

∂ 4 k−2

∂ x 4 k−2
ϕ i (l) = 0, i = 1, 2.

Разложение решения задачи (1)-(5) в ряд Фурье. Нетривиальные решения краевой задачи
(1)-(5) ищутся в виде ряда Фурье

U (t, x) =

∞∑
n=1

un (t)ϑn (x), (6)

где

un (t) =

∫ l

0

U (t, x)ϑn (x) d x, ϑn (x) =

√
2

l
sin

π n

l
x. (7)

Предполагаем, что следующие функции тоже разлагаются в ряд Фурье

β (x) =

∞∑
n=1

βn ϑn (x) , (8)

где

βn =

∫ l

0

β (x)ϑn (x) d x. (9)

Подставляя ряды Фурье (6) и (9) в уравнение в частных производных (1), получаем счетную систему
обыкновенных интегро-дифференциальных уравнений второго порядка относительно переменной t

u′′n(t)− λnω (t)un (t) =

=
1

1 + µ 2k
n + µ 4k

n

(
ν

∫ T

0

p∑
i=1

a i (t ) b i (s) un(s) d s+ α (t)βn

)
, (10)

где λn =
µ 2k
n +µ 4k

n

1+µ 2k
n +µ 4k

n
, µ 2 k

n =
(
π n
l

)2 k
.

Счетная система интегро-дифференциальных уравнений второго порядка (10) решается обычным
методом интегрирования

un (t) = A 1, n +A 2, n t+ γn (t), (11)

где A 1, n и A 2, n− произвольные постоянные,

γn (t) = δn(t) +

p∑
i=1

h 1 i,n (t) τi,n + βn h 2,n (t), (12)

δn(t) = λn

∫ t

0

(t− s)ω (s)un (s) d s,

τi,n =

∫ T

0

b i (s) un(s) d s, (13)

h 1 i,n (t) =

∫ t

0

a i (s) (t− s)
1 + µ 2k

n + µ 4k
n

d s, h 2,n (t) =

∫ t

0

α (s) (t− s)
1 + µ 2k

n + µ 4k
n

d s.
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С помощью коэффициентов Фурье (7) интегральные условия (2) и (3) записываются в следующем
виде

un (T ) =

∫ l

0

U (T, x)ϑn (x) d x =

∫ l

0

ϕ1(x)ϑn (x) d x = ϕ 1, n , (14)

u′n (T ) =

∫ l

0

Ut(T, x)ϑn (x) d x =

∫ l

0

ϕ2(x)ϑn (x) d x = ϕ 2, n . (15)

Для нахождения неизвестных коэффициентов интегрирования A 1, n и A 2, n в (11), воспользуемся услови-
ями (14) и (15). Тогда c учетом (12) получим

un (t) = ϕ 1, nD 0 + ϕ 2, nD1 (t) +

p∑
i=1

D 2 i, n (t) τi n+

+βnD 3, n (t) +

∫ T

0

Hn (t, s)un (s) d s, (16)

где коэффициенты Фурье βn определяются с помощью формулы (),

D 0 =
1

1 + T
, D 1 (t) =

t

1 + T
− 2 + T

2 (1 + T )2
,

D 2 i,n (t) = h 1 i,n (t)− 1

1 + T

[∫ T

0

h 1 i,n (t) d t+ h 1 i,n (T )

]
−

−
(

2 + T

2 (1 + T )2
+

t

1 + T

) [∫ T

0

h′1 i,n (t) t d t+ h′1 i,n (T )

]
,

D 3, n (t) = h 2,n (t)− 1

1 + T

[∫ T

0

h 2,n (t) d t+ h 2,n (T )

]
−

−
(

2 + T

2 (1 + T )2
+

t

1 + T

) [∫ T

0

h′2,n (t) t d t+ h′2,n (T )

]
,

Hn (t, s) =

{
H1,n (s), t ≤ s ≤ T,
H2,n (t, s), 0 ≤ s < t,

H1,n (s) = − λn
1 + T

[
2 (T − s) + (T − s)2

2
+

(
2 + T

2 (1 + T )
+ s

)
(T − s+ 1)

]
ω (s),

H2,n (t, s) = H1,n (s) + λn(t− s)ω (s).

Подставляя представление (16) в обозначение (13), получаем систему из счетных систем алгебраи-
ческих уравнений (СССАУ)

τ i,n − ν
p∑
j=1

τ j,n Φi ,j, n = ϕ1,n Ψ 1 i,n + ϕ2,n Ψ 2 i,n + βnΨ 3 i,n + Ψ 4 i,n(u), i = 1 , p, (17)

где

Φ i j, n =

∫ T

0

b i (s)D 2 j,n (s) d s , Ψ1 i = D 0

∫ T

0

b i (s) d s,

Ψ2 i =

∫ T

0

b i (s)D 1 (s) d s, Ψ3 i,n =

∫ T

0

b i (s)D 3,n (s) d s,Ψ4 i,n(u) =

∫ T

0

b i (s)

∫ T

0

Hn (s, θ)un (θ) d θ d s.
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Отметим, что из линейной независимости системы функций a i (t ) , i = 1 , p и системы функций
b i (s) , i = 1 , p следует, что Φ i j,n 6= 0 . Рассмотрим следующие матрицы:

Z 1,n(ν) =


1− ν Φ 1 1 ν Φ 1 2 . . . ν Φ 1 p

ν Φ 2 1 1− ν Φ 2 2 . . . ν Φ 2 p

. . . . . . . . . . . .
ν Φ p 1 ν Φ p 2 . . . 1− Φ pp

 ,

Z r i,n(ν) =


1− ν Φ 1 1 . . . ν Φ 1 (i−1) Ψ r 1 ν Φ 1 (i+1) . . . ν Φ 1 p

ν Φ 2 1 . . . ν Φ 2 (i−1) Ψ r 2 ν Φ 2 (i+1) . . . ν Φ 2 p

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ν Φ p 1 . . . ν Φ p (i−1) Ψ r p ν Φ p (i+1) . . . 1− ν Φ pp

 ,

где Φ i j = Φ i j,n, i = 1 , p , r = 1 , 2, 3, 4 .

СССАУ (17) однозначно разрешима при любых конечных правых частях, если выполняется следу-
ющее условие не вырожденности для определителя Фредгольма

∆1,n(ν) = det Z1,n (ν) 6= 0 . (18)

Определитель ∆1,n (ν) в (18) есть многочлен относительно ν степени не выше p. Уравнение
∆1,n(ν) = 0 имеет не более p различных корней. Их обозначим через ν q (l = 1 , ` , 1 ≤ ` ≤ p). Эти
значения называются характеристическими числами ядра интегро-дифференциального уравнения (1).
Примем следующее обозначение
ℵ 1 = { ν : ν 6= νq, |∆1,n(ν) | > 0} . На спектральном множестве ℵ 1 решения СССАУ (17) записываются
в виде

τ i,n = ϕ1,n
∆ 1 i,n(ν)

∆1,n (ν)
+ ϕ2,n

∆ 2 i,n (ν)

∆1,n (ν)
+ βn

∆3 i,n(ν)

∆1,n (ν)
+

∆4 i,n(ν, u)

∆1,n (ν)
, ν ∈ ℵ 1, (19)

где ∆r i,n(ν) = det Zr i,n(ν) , i = 1 , p , r = 1 , 2 , 3, 4.

Подставляя решение (19) в представление (16), получаем

un(t) = I (t; un) ≡ ϕ 1,nE 1,n(t) + ϕ 2,nE 2,n(t) + βnE 3,n (t)+

+E 4,n(t, u) +

∫ T

0

Hn(t, s)un (s) d s, ν ∈ ℵ 1, (20)

E 1,n(t) = D0 +

p∑
i=1

∆1 i,n(ν)

∆1,n (ν)
D2,n(t), E 2,n(t) = D1(t) +

p∑
i=1

∆2 i,n(ν)

∆1,n(ν)
D2,n(t),

E 3,n(t) = D 3,n(t) +

p∑
i=1

∆3 i,n(ν)

∆1,n(ν)
D2,n(t), E 4,n(t, u) =

p∑
i=1

∆4 i,n(ν, u)

∆1,n(ν)
D2,n(t).

Подставляя представление коэффициентов Фурье (20) неизвестной функции в ряд Фурье (6), по-
лучаем

U (t, x) =

∞∑
n=1

ϑn(x) [ϕ 1,nE 1,n(t) + ϕ 2,nE 2,n(t) + βnE 3,n (t)+

+E 4,n(t, u) +

∫ T

0

Hn(t, s)un (s) d s

]
, ν ∈ ℵ 1. (21)

Ряд Фурье (21) является формальным решением краевой задачи (1)-(5).
Однозначная разрешимость счетной системы (20). Предполагается, что справедливы следу-

ющие условия:
! 1 = max

t∈ΩT
max
n
{|E 1,n(t) | ; |E 2,n(t) | ; |E3,n(t) |} <∞,

! 2 = max
t∈ΩT

max
n

{∣∣E′′1,n(t)
∣∣ ; ∣∣E′′2,n(t)

∣∣ ; ∣∣E′′3,n(t)
∣∣} <∞, (22)
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! 3 = max
{ ∫ T

0
‖H(t, s) ‖B 2 (T ) ds ;

∫ T
0
‖H ′′(t, s) ‖B 2 (T ) ds

}
<∞,

! 4 = max
{ ∫ T

0

∥∥ H̄(t, s)
∥∥
B 2 (T )

ds;
∫ T

0

∥∥ H̄ ′′(t, s)∥∥
B 2 (T )

ds
}
<∞,

(23)

где Fn,m(t) =
D2,n,m(t)
∆1,n,m(ν) , H̄n(t, s) = n 4 kHn(t, s).

Условия гладкости. Пусть для функций ϕi(x), β(x) ∈ C 4k (Ωl) , в области Ωl существуют
кусочно-непрерывные производные порядка 4k + 1.Тогда, интегрируя по частям функций (9), (14) и (15)
4k + 1 раз по каждой переменной E, получаем следующие соотношения

|βn | =
(
l

π

)4 k+1

∣∣∣β(4 k+1)
n

∣∣∣
n 4 k+1

, |ϕi,n | =
(
l

π

)4 k+1

∣∣∣ϕ(4 k+1)
i,n

∣∣∣
n 4 k+1

, i = 1, 2, (24)

где

β (4 k+1)
n =

∫ l

0

∂ 4 k+1 β(x)

∂ x 4 k+1
ϑn(x) dx, ϕ

(4 k+1)
i,n =

∫ l

0

∂ 4 k+1 ϕ i (x)

∂ x 4 k+1
ϑn(x) dx, i = 1, 2.

Здесь справедливы неравенства Бесселя

∞∑
n=1

[
β (4 k+1)
n

] 2

≤
(

2

l

) 4 k+1 ∫ l

0

[
∂ 4 k+1 β(x)

∂ x 4 k+1

] 2

dx, (25)

∞∑
n=1

[
ϕ

(4 k+1)
i,n

] 2

≤
(

2

l

) 4 k+1 ∫ l

0

[
∂ 4 k+1 ϕi(x)

∂ x 4 k+1

] 2

dx, i = 1, 2. (26)

Теорема 1. Пусть выполняются условия гладкости и (22), (23). Если

ρ = C1C3

p∑
i=1

∥∥ ∆̄4 i(ν)
∥∥
` 2

∫ T

0

| b i (s) | d s+ C3 < 1,

то для регулярных значений параметра ν ∈ ℵ 1 ССФИУ (20) однозначно разрешима в пространстве B 2(T ),
где ∆̄4 i,n(ν, u) = det Z̄4 i,n(ν, u) , i = 1 , p ,

Z̄ 4 i, n(ν) =


1− ν Φ 1 1 . . . ν Φ 1 (i−1) 1 ν Φ 1 (i+1) . . . ν Φ 1 p

ν Φ 2 1 . . . ν Φ 2 (i−1) 1 ν Φ 2 (i+1) . . . ν Φ 2 p

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ν Φ p 1 . . . ν Φ p (i−1) 1 ν Φ p (i+1) . . . 1− ν Φ pp

 ,

Φ i j = Φ i j, n.

Искомое решение может быть найдено из следующего итерационного процесса:{
u 0
n (t) = ϕ 1,nE 1,n(t) + ϕ 2,nE 2,n(t) + βnE 3,n (t),

u r+1
n (t) = I2 (t; u rn) , r = 0, 1, 2, ...

Доказательство. Мы используем метод сжимающих отображений в пространстве B 2(T ). С уче-
том оценок (22), (23) и формул (24), применяем неравенство Коши-Буняковского и затем применяем
неравенства Бесселя (25) и (26). Тогда получаем из заданного итерационного процесса, что справедлива
следующая оценка для нулевого приближения:

∞∑
n=1

max
t∈ΩT

∣∣u 0
n(t)

∣∣ ≤ C1

∞∑
n=1

[|ϕ1,n |+ |ϕ 2,n | + |βn| ] ≤

≤ C1

(
l

π

)4 k+1
 ∞∑
n=1

∣∣∣ϕ(4 k+1)
1,n

∣∣∣
n 4 k+1

+

∞∑
n=1

∣∣∣ϕ(4 k+1)
2,n

∣∣∣
n 4 k+1

+

∞∑
n=1

∣∣∣β(4 k+1)
n

∣∣∣
n 4 k+1

 ≤
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≤ C1

(
l

π

)4 k+1
(√

2

l

) 4 k+1
√√√√ ∞∑
n=1

1

n 4 k+1

[∥∥∥∥ ∂ 4 k+1 ϕ1(x)

∂ x 4 k+1

∥∥∥∥
L 2(Ωl)

+

+

∥∥∥∥ ∂ 4 k+1 ϕ2(x)

∂ x 4 k+1

∥∥∥∥
L 2(Ωl)

+

∥∥∥∥ ∂ 4 k+1 β(x)

∂ x 4 k+1

∥∥∥∥
L 2(Ωl)

]
<∞. (27)

Так как

E 4,n(t, u) =

p∑
i=1

∆4 i,n(ν, u)

∆1,n(ν)
D2,n(t) =

p∑
i=1

∆4 i,n(ν, u)Fn(t), (28)

где Fn(t) =
D2,n(t)
∆1,n (ν) , то сначала нам надо получить оценку для ∆ 4 i,n (ν, u r)−∆ 4 i,n

(
ν, u r−1

)
:∣∣∆4 i,n (ν, u r)−∆4 i,n

(
ν, u r−1

) ∣∣ ≤ ∣∣Ψ4 i ,n(u r)−Ψ4 i ,n(u r−1)
∣∣ · ∣∣ ∆̄4 i,n(ν)

∣∣ ≤
≤
∣∣ ∆̄4 i,n(ν)

∣∣ ∫ T

0

| b i (s) |
∫ T

0

|Hn(s, θ) | ·
∣∣u rn(θ)− u r−1

n (θ)
∣∣ d θ d s, (29)

где ∆̄4 i,n(ν, u) = det Z̄4 i,n(ν, u) , i = 1 , p ,

Z̄4 i,n(ν) =


1− ν Φ 1 1 . . . ν Φ 1 (i−1) 1 ν Φ 1 (i+1) . . . ν Φ 1 p

ν Φ 2 1 . . . ν Φ 2 (i−1) 1 ν Φ 2 (i+1) . . . ν Φ 2 p

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ν Φ p 1 . . . ν Φ p (i−1) 1 ν Φ p (i+1) . . . 1− ν Φ pp

 ,

Φ i j = Φ i j, n. Учитывая представления (28) и оценку (29), аналогично оценке (27), для произвольной
разности приближения получим, что справедлива оценка

∞∑
n=1

max
t∈ΩT

∣∣u r+1
n (t) − u rn(t)

∣∣ ≤ ∞∑
n=1

max
t∈ΩT

[∣∣E 4,n(t, u r)− E 4,n(t, u r−1)
∣∣+

+

∫ T

0

|Hn (t, s) | ·
∣∣u rn (s)− u r−1

n (s)
∣∣ d s] ≤ ∞∑

n=1

max
t∈ΩT

[
|Fn(t) |

p∑
i=1

∣∣ ∆̄4 i,n(ν)
∣∣×

×
∫ T

0

| b i (s) |
∫ T

0

|Hn (s, θ) | ·
∣∣u rn (θ)− u r−1

n (θ)
∣∣ d θ d s+

+

∫ T

0

|Hn (t, s) | ·
∣∣u rn (s)− u r−1

n (s)
∣∣ d s] ≤ ‖F (t) ‖B 2 (T )

p∑
i=1

∥∥ ∆̄4 i(ν)
∥∥
` 2
×

×
∫ T

0

| b i (s) | d s
∫ T

0

‖H (t, s) ‖B2(T )

∥∥u r (s)− u r−1 (s)
∥∥
B2(T )

d s+

+

∫ T

0

‖H (t, s) ‖B2(T )

∥∥u r (s)− u r−1 (s)
∥∥
B2(T )

d s ≤ ρ ·
∥∥u r (t)− u r−1 (t)

∥∥
B2(T )

, (30)

где

ρ = C3 ‖F (t) ‖B 2 (T )

p∑
i=1

∥∥ ∆̄4 i(ν)
∥∥
` 2

∫ T

0

| b i (s) | d s+ C3.

Согласно условию теоремы 1, ρ < 1. Следовательно, из оценки (30) следует, что оператор в правой
части ССФИУ (20) сжимающий. Из оценок (27) и (30) следует, что существует единственная неподвижная
точка u(t) ∈ B 2(T ), которая является решением ССФИУ (20) в пространстве B 2 (T ) для регулярных
значений параметра ν ∈ ℵ 1. Теорема 1 доказана.

Основная неизвестная функция
Теорема 2. Неизвестная функция U (t, x) определяется с помощью ряда (21). При этом данная

функция непрерывно дифференцируема по переменным, входящим в уравнение (1).
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Доказательство. С учетом того, что u (t) ∈ B 2 (T ), формул (22)-(26) и оценок (27), (30), получаем
для функции (21) оценку

|U (t, x) | ≤
∞∑
n=1

|ϑn(x) | · |ϕ1nE 1,n(t) + ϕ 2, nE 2,n(t)+

+βnE 3,n(t) + E 4,n(t, u) +

∫ T

0

Hn (t, s)un (s) d s

∣∣∣∣∣ ≤
≤
√

2

l

C1

(
l

π

)4 k+1(
2

l

)4 k+1
√√√√ ∞∑
n=1

1

n4 k+1

[∥∥∥∥ ∂4 k+1 ϕ1(x)

∂ x4 k+1

∥∥∥∥
L 2(Ωl)

+

∥∥∥∥ ∂ 4 k+1 ϕ2(x)

∂ x 4 k+1

∥∥∥∥
L 2(Ωl)

+

+

∥∥∥∥ ∂ 4 k+1 β(x)

∂ x 4 k+1

∥∥∥∥
L 2(Ωl)

]
+ ‖F (t) ‖B 2 (T )

p∑
i=1

‖∆4 i(ν, u) ‖ ` 2
+ C3 ‖u (t) ‖B2(T )

}
<∞. (31)

Из (31) следует абсолютная и равномерная сходимость ряда Фурье (21). Теперь функцию (21) дифферен-
цируем нужное число раз

U t t (t, x) =

∞∑
n=1

ϑn (x)
[
ϕ1,nE

′′
1,n(t) + ϕ 2, nE

′′
2,n(t)+

+βnE
′′
3,n(t) + E′′4,n(t, u) +

∫ T

0

H ′′n (t, s)un (s) d s

]
, (32)

∂ 4 k

∂ x4 k
U(t, x) =

∞∑
n=1

(π n
l

) 4 k

ϑn(x) [ϕ1nE1,n(t) + ϕ2,nE2,n(t)+

+βnE 3,n(t) + E 4,n(t, u) +

∫ T

0

Hn (t, s)un (s) d s

]
, (33)

Аналогично () и (), мы определим следующую функцию в виде разложения в ряды Фурье

∂ 2 k+2U (t, x )

∂ t 2 ∂ x 2 k
.

Доказательство сходимости ряда Фурье (32) сходится с доказательством сходимости ряда (21). Мы
покажем абсолютную и равномерную сходимость ряда (33). С этой целью мы используем формулы (22)-
(26). Применяем неравенство Коши-Буняковского и неравенство Бесселя. Тогда получаем∣∣∣∣ ∂ 4 k

∂ x 4 k
U(t, x)

∣∣∣∣ ≤ π 4 k

l 4 k

∞∑
n=1

n 4 k |un(t ) | · |ϑn(x) | ≤

≤
√

2

l

C1

(
l

π

)4 k+1(
2

l

)4 k+1
√√√√ ∞∑
n=1

1

n2

[∥∥∥∥ ∂4 k+1 ϕ1(x)

∂ x4 k+1

∥∥∥∥
L 2(Ωl)

+

∥∥∥∥ ∂ 4 k+1 ϕ2(x)

∂ x 4 k+1

∥∥∥∥
L 2(Ωl)

+

+

∥∥∥∥ ∂ 4 k+1 β(x)

∂ x 4 k+1

∥∥∥∥
L 2(Ωl)

]
+ ‖F (t) ‖B 2 (T )

p∑
i=1

‖∆4 i(ν, u) ‖ ` 2
+ C3 ‖u (t) ‖B2(T )

}
<∞.

Аналогично (34) устанавливаются следующие утверждения∣∣∣∣ ∂ 2 k+2U (t , x )

∂ t 2 ∂ x 2 k

∣∣∣∣ <∞,
Теорема 2 доказана.
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RЕSUМЕ

In a rectangular domain, a partial differential equation of the Benney-Luke type of even high order with
mixed conditions is considered. The issues of unique solvability of this problem are studied. The solution is
studied in the class of regular functions. The Fourier series method of separation of variables is used. When
proving the existence and uniqueness of the Fourier coefficient of an unknown function, the method of successive
approximations is used in combination with the method of contraction mapping.

Key words: Benny-Luke type equation; integro-differential equation; degenerate kernel; boundary value
problem; existence and uniqueness of a solution.

REZYUME

Bu masalada to‘g‘ri to‘rtburchak sohada yuqori tartibli aralash shartli Benney-Lyuk turidagi xususiy
hosilali differentsial tenglama ko‘rib chiqiladi. Ushbu muammoning o‘ziga xos yechilishi masalalari o‘rganiladi.
Yechim regulyar funksiyalar sinfida o‘rganiladi. O‘zgaruvchilarni ajratish usuli ya’ni Fur’e qatori usuli
qo‘llaniladi. Noma’lum funksiya Fur’e koeffisentining mavjudligi va yagonaligini isbotlashda ketma-ket
yaqinlashish usuli qisqartirib akslantirish usuli bilan birgalikda qo‘llaniladi.

Kalit so‘z Benney-Lyuk tipidagi tenglama; integro-differensial tenglama; aynigan yadro; chegaraviy
masala; yechimning mavjudligi va yagonaligi.
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РЕЗЮМЕ

В работе исследуется дифференциально-геометрическая структура многообразия Грассмана
Gr(k, n), состоящего из всех k-мерных линейных подпространств в n-мерном вещественном
векторном пространстве. Основное внимание уделено явному построению атласа гладких карт
и анализу свойств функций перехода между ними.
Доказано, что для произвольного набора индексов I = {i1 < · · · < ik} соответствующее ко-
ординатное отображение φI : UI → Rk(n−k) является гомеоморфизмом, где UI – открытое
подмножество в Gr(k, n). Установлена гладкость (бесконечная дифференцируемость) функций
перехода ψIJ = φJ ◦ φ−1

I на пересечениях карт.
На примере многообразия Gr(2, 4) проведены детальные вычисления, демонстрирующие яв-
ный вид функций перехода между различными координатными картами. Показано, что эти
функции выражаются в виде рациональных отображений с ненулевыми знаменателями, что
гарантирует их корректность и гладкость.
Полученные результаты имеют важное значение для приложений в дифференциальной геомет-
рии, алгебраической топологии и математической физике, где многообразия Грассмана играют
ключевую роль.

Ключевые слова: многообразие Грассмана, гладкий атлас, функции перехода, дифференци-
альная геометрия, координатные карты.

Многообразия Грассмана Gr(k, n), введенные Германом Грассманом в 1844 году, являются фунда-
ментальными объектами в современной математике. Их значение простирается от алгебраической геомет-
рии до теоретической физики:

Многообразия Грассмана Gr(k, n), представляющие собой пространства всех k-мерных подпро-
странств в n-мерном векторном пространстве, занимают центральное место в современной дифференци-
альной геометрии и топологии [1,3]. Их изучение имеет фундаментальное значение как для теоретической
математики, так и для приложений в физике, включая теорию струн и квантовую теорию поля.

Анализ топологических свойств многообразий Грассмана был начат в классических работах по ал-
гебраической топологии [1,3]. В монографиях [2,6,8] подробно исследована их риманова геометрическая
структура. Современный подход к изучению гладких структур изложен в [4,7], где особое внимание уде-
лено методам дифференциальной топологии.

Однако, как показал наш анализ литературы, существующие исследования содержат несколько
существенных пробелов:

• Недостаточно подробно описаны явные конструкции координатных карт для общего случая Gr(k, n)

• Отсутствует систематический анализ гладкости функций перехода между картами

• Недостаточно изучены частные случаи малой размерности (например, Gr(2, 4))

Основная цель данной работы - восполнить указанные пробелы путем детального исследования гладкой
структуры многообразий Грассмана. Конкретные задачи включают:

1. Построение явных координатных карт на Gr(k, n) с использованием метода проективных координат

200



Вестник НУУз Точные науки №2/1/1, 2025, 200-205

2. Доказательство гладкости (бесконечной дифференцируемости) функций перехода

3. Явное вычисление функций перехода для случая Gr(2, 4)

4. Исследование особенностей полученных отображений

Основная гипотеза исследования состоит в том, что функции перехода между любыми двумя коор-
динатными картами на Gr(k, n) являются рациональными отображениями с ненулевыми знаменателями,
что гарантирует их бесконечную дифференцируемость.

Определение 1. Многообразие Грассмана Gr(k, n) есть множество всех k-мерных линейных
подпространств n-мерного векторного пространства V над R:

Gr(k, n) = {W ⊂ V | dimW = k}

Фиксируем стандартный базис {e1, . . . , en} пространства V ∼= Rn.
Лемма 1.[3] Размерность Gr(k, n) равна k(n− k).
Доказательство. Каждое k-мерное подпространство может быть задано как линейная оболоч-

ка k линейно независимых векторов. В матричной форме это соответствует матрице размера k × n
ранга k. Число свободных параметров после учёта эквивалентности при линейных преобразованиях ба-
зиса составляет k(n− k).

Для каждого упорядоченного набора индексов I = {i1 < · · · < ik} ⊂ {1, . . . , n} определим:

LI = span{ei1 , . . . , eik}

UI = {W ∈ Gr(k, n) |W ∩ L⊥I = {0}}
где L⊥I = span{ej | j /∈ I}

Лемма 2. Семейство {UI} образует открытое покрытие Gr(k, n).[7]
Доказательство. Для любого W ∈ Gr(k, n) найдётся такой набор индексов I, что проекция

πI : W → LI является изоморфизмом. Это эквивалентно условию W ∩ L⊥I = {0}, то есть W ∈ UI .
Для W ∈ UI определим координатное отображение φI : UI → Rk×(n−k) следующим образом:
1. Выберем базис {w1, . . . , wk} в W такой, что:

wj = eij +
∑
m/∈I

ajmem, j = 1, . . . , k

2. Положим φI(W ) = (ajm) ∈ Rk×(n−k)

Теорема 1. Для каждого I отображение φI является гомеоморфизмом.
Доказательство. 1. Инъективность: Разные подпространства имеют разные координаты, так

как базисы однозначно определяются проекцией на LI .
2. Сюръективность: Любая матрица (ajm) задаёт подпространство:

W = span

{
eij +

∑
m/∈I

ajmem

}k
j=1

3. Непрерывность: Оба отображения непрерывны, так как коэффициенты ajm непрерывно зави-
сят от подпространства.

Рассмотрим две карты (UI , φI) и (UJ , φJ) с UI ∩ UJ 6= ∅. Пусть W ∈ UI ∩ UJ .
Теорема 2. Функция перехода ψIJ = φJ ◦ φ−1

I является гладкой (бесконечно дифференцируемой).
Доказательство. 1. В карте I подпространство W имеет базис:

wp = eip +
∑
s/∈I

apses, p = 1, . . . , k
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2. В карте J тот же W имеет базис:

w′q = ejq +
∑
t/∈J

bqtet, q = 1, . . . , k

3. Выразим базисные векторы eip через ejq :

eip =

k∑
q=1

cpqejq +
∑
t/∈J

dptet

4. Подставим в первое представление:

wp =

k∑
q=1

cpqejq +
∑
t/∈J

(dpt +

k∑
q=1

cpqbqt)et +
∑
s/∈I

apses

5. Приравнивая коэффициенты при ejq , получаем систему:

k∑
p=1

cpq = δqr (символ Кронекера)

6. Для коэффициентов при et (t /∈ J):

dpt +

k∑
q=1

cpqbqt = линейная комбинация aps

7. Решая эту систему методом Крамера, получаем:

bqt =
Pqt(aps)

det(C)

где Pqt - многочлены от aps, а C - матрица коэффициентов.
8. Поскольку W ∈ UI ∩UJ , определитель det(C) 6= 0, что гарантирует гладкость функции перехода.

Пример. Рассмотрим многообразие Грассмана Gr(2, 4) - множество всех двумерных подпро-
странств в R4. Фиксируем стандартный базис {e1, e2, e3, e4} пространства R4.Рассмотрим конкретный
случай I = {1, 2}, J = {1, 3}.

1. Выберем опорное подпространство:

L12 = span{e1, e2}

Определим координатную окрестность O12 как множество всех плоскостей γ ∈ Gr(2, 4), которые могут
быть представлены в виде:

γ = span{U1, U2}

где {
U1 = e1 + a11e3 + a12e4

U2 = e2 + a21e3 + a22e4

, aij ∈ R

Отображение φ12 : O12 → R4, заданное формулой:

φ12(γ) = (a11, a12, a21, a22)

является гомеоморфизмом.
2. Выберем другое опорное подпространство:

L13 = span{e1, e3}
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Определим координатную окрестность O13 как множество всех плоскостей γ ∈ Gr(2, 4), которые
могут быть представлены в виде:

γ = span{V1, V2}

где {
V1 = e1 + b11e2 + b12e4

V2 = e3 + b21e2 + b22e4

, bij ∈ R

Аналогично, отображение φ13 : O13 → R4 задаётся формулой:

φ13(γ) = (b11, b12, b21, b22)

3. Рассмотрим плоскость γ ∈ O12 ∩O13. Она имеет два представления:

γ = span{U1, U2} = span{V1, V2}

Найдём связь между координатами (aij) и (bij).

Существует матрица C =

(
α11 α12

α21 α22

)
∈ GL(2,R) такая, что:

{
V1 = α11U1 + α12U2

V2 = α21U1 + α22U2

Подставляя выражения для Ui и Vj , получаем систему уравнений:{
e1 + b11e2 + b12e4 = α11(e1 + a11e3 + a12e4) + α12(e2 + a21e3 + a22e4)

e3 + b21e2 + b22e4 = α21(e1 + a11e3 + a12e4) + α22(e2 + a21e3 + a22e4)

Приравнивая коэффициенты при базисных векторах, находим:

Для V1 :

e1 : α11 = 1

e2 : α12 = b11

e3 : α11a11 + α12a21 = 0

e4 : α11a12 + α12a22 = b12

Для V2 :

e1 : α21 = 0

e2 : α22 = b21

e3 : α21a11 + α22a21 = 1

e4 : α21a12 + α22a22 = b22

Решая эту систему, получаем:

α11 = 1, α12 = −a11

a21
, α21 = 0, α22 =

1

a21

4. Функция перехода φ13 ◦ φ−1
12 выражается формулами:

b11 = −a11a21

b12 = a12a21−a11a22
a21

b21 = 1
a21

b22 = a22
a21
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Или в матричной форме: (
b11 b12

b21 b22

)
=

(
−a11a21

a12a21−a11a22
a21

1
a21

a22
a21

)
Функция перехода φ13 ◦ φ−1

12 является гладкой (C∞) в своей области определения.
1. Все компоненты являются рациональными функциями от aij .
2. Знаменатель a21 6= 0 в области пересечения O12 ∩O13.
3. Производные всех порядков существуют и непрерывны при a21 6= 0.

Из построенного примера следует:

• Атлас на Gr(2, 4) состоит из карт вида (OI , φI), где I - пары индексов

• Все функции перехода являются гладкими

• Размерность Gr(2, 4) равна 4, что согласуется с общей формулой dim Gr(k, n) = k(n− k)
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REZYUME

Ushbu ishda Grassmann ko’pxilligi Gr(k, n) ning differensial-geometrik tuzilmasi o’rganiladi. Bu
ko’pxillik Rn da barcha k-o’lchamli chiziqli qismfazolar majmuasidan iborat. Asosiy e’tibor silliq
kartalar atlasini aniq qurishga va ular orasidagi o’tish funksiyalarining xossalarini tahlil qilishga
qaratilgan.

Ixtiyoriy indekslar to’plami I = {i1 < · · · < ik} uchun mos koordinata akslantirishlari ϕI : UI →
Rk(n−k) gomeomorfizm ekani isbotlangan, bu yerda UI → Gr(k, n) dagi ochiq to’plamdir. Xaritalar
kesishmalarida o’tish funksiyasi ψIJ = ϕJ ◦ ϕ−1

I ning silliqligi (cheksiz differentiallanadiganligi)
isbotlangan.

Gr(2, 4) ko’pxilligi misolida turli koordinata akslantirishlari orasidagi o’tish funksiyalarining
aniq ko’rinishi hisoblab chiqilgan. Bu funksiyalar noldan farqli maxrajli ratsional akslantirishlar
ko’rinishida ifodalanishi ko’rsatilgan, bu esa ularning to’g’riligi va silliqligini kafolatlaydi.

Olingan natijalar differensial geometriya, algebraik topologiya va matematik fizika sohalarida
qo’llanilishi uchun muhim ahamiyatga ega bo’lib, Grassmann ko’pxilligi bu sohalarda asosiy rol
o’ynaydi.

Kalit so’zlar: Grassmann ko’pxilligi, silliq atlas, o’tish funksiyalari, differensial geometriya,
koordinata akslantirishlari.
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RESUME

The work investigates the differential-geometric structure of the Grassmannian manifold Gr(k, n),
consisting of all k-dimensional linear subspaces in an n-dimensional real vector space. The primary
focus is on the explicit construction of a smooth atlas and the analysis of the transition functions
between its charts.

It is proven that for an arbitrary set of indices I = {i1 < · · · < ik}, the corresponding coordinate map
ϕI : UI → Rk(n−k) is a homeomorphism, where UI is an open subset of Gr(k, n). The smoothness
(infinite differentiability) of the transition functions ψIJ = ϕJ ◦ϕ−1

I on the intersections of the charts
is established.

Using the example of the manifold Gr(2, 4), detailed calculations are performed to demonstrate
the explicit form of the transition functions between different coordinate charts. It is shown that
these functions are expressed as rational mappings with non-zero denominators, which ensures their
correctness and smoothness.

The obtained results are of significant importance for applications in differential geometry, algebraic
topology, and mathematical physics, where Grassmannian manifolds play a key role.

Keywords: Grassmannian manifold, smooth atlas, transition functions, differential geometry,
coordinate charts.

205



Вестник НУУз Точные науки №2/1/1, 2025, 206-212

УДК 517.55+517.51
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РЕЗЮМЕ

С уважением посвящается 80-летнему юбилею Шавката Арифжановича Алимова и 70-летнему
юбилею Равшана Раджабовича Ашурова в знак признания их выдающегося вклада в науку и
образование.
Математиками Национального университета Узбекистана имени Мирзо Улугбека и Хорезмско-
го отделения Института Математики имени В.И.Романовского, Академии Наук Республики
Узбекистан был разработан новый подход к изучению m-выпуклых (m − cv) функций, осно-
ванный на связях m − cv функций с m-субгармоническими (shm) функциями. Установленная
связь позволила определить Гессианы Hk(u), k = 1, 2, ..., n − m + 1, как борелевские меры в
классе ограниченных m − cv функций. Были доказаны также ряд простых свойств этих мер.
В этой работе мы предлагаем дальнейшие, более тонкие свойства этих мер, в частности, уста-
новим оценку в среднем Гессианов Hk(u), k = 1, 2, ..., n−m+ 1, в классе ограниченных m− cv
функций.

Ключевые слова: m-субгармонические функции, m-выпуклые функции, Борелевские меры,
Гессианы.

Введение. Если класс m-субгармонических функций основывается на дифференциальных формах
и потоках (ddcu)

k ∧ βn−k ≥ 0, k = 1, 2, ..., n −m + 1, где β = ddc|z|2− стандартная форма объема в Cn,
то класс m-выпуклых (m − cv) функций связан с операторами совершенной иной природы, а именно с
гессианами Hk(u) =

∑
1≤j1<...<jk≤n

λj1 ...λjk , k = 1, 2, ..., n − m + 1, собственных векторов λ = λ(u) ∈ Rn

симметричной матрицы
(

∂2u
∂xs∂xj

)
. Теория shm− функций хорошо развита, в данное время является пред-

метом изучения многих математиков (см. З. Блоцкий [6], С.Динев и С.Колодзей [14-15], С. Ли [17], Х.Ч.Лу
[18-19] и др). Достаточно полный обзор по этой теории имеется в статье А.Садуллаева и Б. Абдуллаева
[11] в Трудах МИРАН.

Напомним, дважды гладкая функция u(z) ∈ C2(G), G ⊂ Cn, называется m-субгармонической,
u ∈ shm(G), если в каждой точке области D имеет место

(ddcu)
k ∧ βn−k ≥ 0, k = 1, 2, ..., n−m+ 1. (1)

Операторы (ddcu)
k ∧ βn−k тесно связаны с гессианами: если λ1, ..., λn− собственные значения эр-

митовой квадратичной дифференциальной формы ddcu = i
2

∑
j,k

∂2u
∂zj∂ z̄k

dzj ∧ d z̄k (в фиксированной точке

z0 ∈ D), которые являются вещественными, т.е. λ = (λ1 , ..., λn ) ∈ Rn, то

(ddcu)
k ∧ βn−k = k! (n− k)!Hk (u)βn. (2)

Следовательно, дважды гладкая функция u(z) ∈ C2(G), G ⊂ Cn, является m-субгармонической,
если в каждой точке z0 ∈ G имеют места неравенства

Hk (u) = Hk
z0 (u) ≥ 0, k = 1, 2, ..., n−m+ 1. (3)
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Отметим, что понятие m-субгармонической функции в обобщенном смысле, определено и в общем случае,
для полунепрерывных сверху функций.

Определение 1. Функция u(z), заданная в области G ⊂ Cn называется shm, если она полу-
непрерывная сверху и для любых дважды гладких shm функций v1, ..., vn−m ∈ C2(G) ∩ shm(G) поток
ddcu ∧ ddcv1 ∧ ... ∧ ddcvn−m ∧ βm−1, определяемый как[

ddcu ∧ ddcv1 ∧ ... ∧ ddcvn−m ∧ βm−1
]

(ω) =

=

∫
u ddcv1 ∧ ... ∧ ddcvn−m ∧ βm−1 ∧ ddcω, ω ∈ F 0,0, (4)

положителен, т.е. для ∀ω ∈ F 0,0, ω ≥ 0 выполняется неравенство∫
u ddcv1 ∧ ... ∧ ddcvn−m ∧ βm−1 ∧ ddcω ≥ 0.

Здесь F 0,0(D)− семейство бесконечно гладких, финитных функций в G.
1. Связьm−cv функций с shm−функциями. Теорияm−cv функций является малоизученным и

новым направлением теории вещественной геометрии: дважды гладкая функция u(x) ∈ C2(D), D ⊂ Rnx ,
называется m − cv функций если, гессианы собственных векторов λ = λ(u) ∈ Rn матрицы

(
∂2u

∂xs∂xj

)
удовлетворяют условиями Hk(u) ≥ 0, k = 1, 2, ..., n−m+ 1.

При m = n класс n − cv ∩ C2(D) =
{
H1(λ) ≥ 0

}
= {λ1 + λ2 + ...+ λn ≥ 0} совпадает с классом

субгармонических функций, а при m = 1 этот класс 1 − cv
⋂
C2 (D) =

{
H1 (λ) ≥ 0, ...,Hn (λ) ≥ 0

}
=

{λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, ..., λn ≥ 0} совпадает с классом выпуклых функций в Rn. Теория субгармонических функ-
ций является основным направлением Математической физики и Теории функций. Теория выпуклых
функций хорошо изучена и отражена в работах А.Александрова, И.Бакельмана, Г.Буземан, А.Поздняк
и др. (см. [1], [2], [3], [4], [5], [8], [9], [10]). При m > 1 этот класс изучен в серии работ Н.Ивочкиной,
Н.Трудингера, Х.Вонга и др. (см. [12], [13], [16], [20-22]).

В совместной работе Н.Трудингера и Х.Вонга [21] m − cv функции введены в классе полунепре-
рывных сверху функций u(x) в области D ⊂ Rn, используя, так называемое, вязкое определение: что
Hk(q) ≥ 0, k = 1, 2, ..., n −m + 1, для любого квадратичного полинома q(x) : разность u(x) − q(x) имеет
только лишь конечное число локальных максимумов в области D.

В предлагаемой работе мы предлагаем другой подход к исследованию m− cv функций, основанный
на связях m − cv функций с shm− функциями (Предложение 1), с использованием богатых и хорошо
изученных свойств shm− функций. Для этого вложим вещественное пространство Rnx в комплексное про-
странство Cnz , Rnx ⊂ Cnz = Rnx + iRny (z = x+ iy) , как вещественное n−мерное подпространство. Затем,
функцию u(x), заданную в области D ⊂ Rnx поднимаем в область D × iRny ⊂ Cnz , полагая константой на
параллельных плоскостях Πx0 =

{
z ∈ Cn : x = x0, y ∈ Rny

}
, uc(z) = uc (x+ iy) = u(x).

Предложение 1. Дважды гладкая функция u(x) ∈ C2(D), D ⊂ Rnx , является m − cv в D тогда
и только тогда, когда функция uc(z) = uc (x+ iy) = u(x), которая не зависит от переменных y ∈ Rny ,
является shm в области D × iRny .

Предложение 1 позволяет нам определить m-выпуклых функций в классе полунепрерывных сверху
функций

Определение 2. Полунепрерывная сверху в области D ⊂ Rnx функция u(x) называется m-
выпуклой в D, если функция uc(z) является m-субгармонической, uc(z) ∈ shm

(
D × iRny

)
.

Для исследования m-выпуклой функции u(x), сначала мы ее продолжим в комплексное простран-
ство Cn как shm− функция uc(z), а затем известные свойства uc(z) ∈ shm применяем к u(x), чтобы
получить аналогичные свойства m-выпуклой функции.

В результате мы существенно дополняем имеющихся прежде свойств в теории m − cv функций и,
кроме того получаем ряд новых утверждений. В частности, имеют место следующие простые свойства,
нужные нам ниже

1) класс 1 − cv функций совпадает с классом выпуклых функций, причем 1 − cv ⊂ ... ⊂ m − cv ⊂
... ⊂ n− cv = sh;
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2)(аппроксимация). Берем стандартное ядро Kδ(x) = 1
δnK

(
x
δ

)
, δ > 0, где

−K(x) = K(|x|);
−K(x) ∈ C∞(Rn);

− носитель suppK = B(0, 1);

−
∫
Rn

K(x) dx =

∫
B(0,1)

K(x) dx = 1.

Тогда свертка

uδ(y) =

∫
D

u(x)Kδ(x− y)dx =

∫
Rn

u(x+ y)Kδ(x)dx (5)

обладает тем свойством, что uδ(x) ∈ m − cv(Dδ) ∩ C∞ (Dδ) , где Dδ = {x ∈ D : dist(x, ∂D) > δ} , причем
при δ ↓ 0 функция uδ(x) убывая, поточечно сходится к функции u(x) ∈ m− cv(D).

3) максимум конечного числаm−cv функций являетсяm−cv функцией; для произвольного локаль-

но равномерно ограниченного семейства {uθ} ⊂ m−cv регуляризация u∗(x) супремума u(x) =

{
sup
θ
uθ(x)

}
тоже будет m − cv функцией. Так как m − cv ⊂ sh, то множество {u(x) < u∗(x)}− полярно в Cn ≈ R2n.
В частности оно имеет лебегова меру нуль.

Точно также, для локально равномерно ограниченной последовательности {uj} ⊂ m− cv регуляри-
зация u∗(x) предела u(x) = lim

j→∞
uj(x) тоже будет m − cv функцией, причем множество {u(x) < u∗(x)}−

полярное.
4) если u(x) ∈ m− cv(D), то для любой гиперплоскости Π ⊂ Rn сужение u|Π ∈ m− cv (D ∩Π) .

В самом деле, считая, без нарушения общности Πx = {x ∈ Rn : xn = 0} напишем сужение как
u|Π = u (′x, 0) , где как обычно ′x = (x1, ..., xn−1) . Рассмотрим в пространстве Cnz = Rnx × iRny комплекс-
ную гиперплоскость Πz = {z ∈ Cn : zn = 0} . Поднимая функцию u(x) ∈ m − cv (D) в D × iRny получим
uc(z) ∈ shm

(
D × iRny

)
. Согласно свойству 8) [11] сужение uc (z) |Πz = u (′z, 0) является shm− функцией в(

D × iRny
)
∩Πz, u

c (z, 0) ∈ shm
(
D × iRny

)
∩Πz. Так как uc (′z, 0) = u (′x, 0) , то u (′x, 0) являетсяm-выпуклой

функцией в D ∩Πx.

Следствие. Если u(x) ∈ m − cv(D), то для любой плоскости Π ⊂ Rn, dim Π = m, сужение
u|Π ∈ sh (D ∩Π) .

2. Гессианы Hk(u) как борелевские меры. В классе ограниченных shm− функций определены
операторы (ddcu)

k ∧ βn−k ≥ 0, k = 1, 2, ..., n − m + 1 как борелевские меры в области G (см. [6], [11]).
Используя связь m − cv функций с shm− функциями в этом пункте мы даем определения гессианов
Hk(u), k = 1, ..., n−m+ 1 для m-выпуклых функций, как борелевские меры.

Пусть u(x)− локально ограниченная m − cv функция в области D ⊂ Rn. Тогда согласно предло-
жению 1 uc(z) = uc (x+ iy) = u(x), которая не зависит от переменных y ∈ Rny , является shm функцией,
локально ограниченной в области D× iRny ⊂ Cn, uc (z) ∈ shm

(
D × iRny

)⋂
L∞loc

(
D × iRny

)
. Следовательно,

определены потоки (ddcuc)
k ∧ βn−k, k = 1, 2, ..., n − m + 1, которые являются борелевскими мерами в

D × iRny ⊂ Cn. Если ucj(z) = uc ◦Kj(w − z)− стандартная аппроксимация, то ucj(z)−бесконечно гладкая и
ucj(z) ↓ uc(z). Более того имеют места слабая сходимость потоков,(

ddcucj
)k ∧ βn−k 7→ (ddcuc)

k ∧ βn−k, k = 1, 2, ..., n−m+ 1. (6)

Так как
(
ddcucj

)k ∧ βn−k = k! (n− k)!Hk
(
ucj
)
βn, то (6) влечет за собой сходимость гессианов

Hk
(
ucj
)
7→ Hk (uc) , k = 1, 2, ..., n−m+ 1. (7)

(7) определяет для uc(z) ∈ shm
(
D × iRny

)
∩ L∞loc

(
D × iRny

)
гессианы Hk (uc) , k = 1, 2, ..., n − m + 1, как

борелевские меры, Hk (uc) = µk.

Так как uc ∈ shm
(
D × Rny

)
не зависит от y ∈ Rny , то для любых борелевских множеств Ex ⊂

D, Ey ⊂⊂ Rny меры 4k

mesEy
µk (Ex × Ey) не зависят от множества Ey ⊂⊂ Rny , т.е. 4k

mesEy
µk (Ex × Ey) =
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νk (Ex). Борелевские меры

νk : νk (Ex) =
4k

mesEy
µk (Ex × Ey) , k = 1, 2, ..., n−m+ 1, (8)

естественно называть гессианами Hk(u), k = 1, 2, ..., n−m+ 1, для ограниченной, m-выпуклой функции
u(x) ∈ m−cv(D) в области D ⊂ Rnx , ибо Hk(u) = 4kHk(uc) для дважды гладкой функции u(x) ∈ m−cv(D).

Гессианы Hk(u) иногда обозначаются также как Hk
u(x). Отметим, что если последовательность

локально равномерно ограниченных функций {uj(x)} ⊂ m − cv(D) убывая сходится к u(x), имеет место
слабая сходимость мер Hk (uj) 7→ Hk(u), k = 1, 2, ..., n− k+ 1, что легко вытекает из аналогичного факта
для класса shm

(
D × iRny

)
.

Основным результатом работы является оценка Гессианов Hk(u) = Hk
u в среднем в классе ограни-

ченных m− cv функций.
Теорема 1. В классе ограниченных m-выпуклых функций m − cv ∩ L∞loc(D), D ⊂ Rn, Гессианы

Hk(u), k = 1, 2, ..., n − m + 1, локально ограничены в среднем. Точнее, для любого компакта K ⊂⊂ D
существует константа C (K) ≥ 0 такая что, имеют места интегральные оценки∫

K

Hk (u) ≤ C (K)Mu, k = 1, 2, ..., n−m+ 1, (9)

где Mu = max {|u (x)| , x ∈ K} .
Доказательство. Теорема локальная. По этому доказательство вытекает из следующих двух

Лемм.
Лемма 1. Имеет место следующая оценка Гессиана Hk

u через Hk−1
u : пусть u(x) ∈ m − cv(B) ∩

L∞(B), где B = {x ∈ Rn : |x| < 1}− единичный шар. Тогда,

r∫
−1

dt

∫
|y|2≤1

dV (y)

∫
|x|2 ≤ 1+t−|y|2

Hk
u(x) dV (x) ≤

≤ n− k + 1

k
(1 − 2)

∫
|y|2≤1

dV (y)

∫
|x|2 ≤ 1+r−|y|2

Hk−1
u (x) dV (x), (10)

где r < 0, 1 ≤ k ≤ n−m+ 1 и 1 = sup
B
u(x), 2 = inf

B
u(x).

Доказательство. Пусть u(x)− локально ограниченная m − cv функция в области B ⊂ Rn. Нам
достаточно рассматривать случай дважды гладких функций u(x) ∈ m− cv(B) ∩C2

(
B̄
)
. В общем случае

u(x) ∈ m − cv(B) ∩ L∞(B), формулу (9) можно получить аппроксимируя u(x) гладкими функциями,
uj(x) ∈ m− cv(B) ∩ C∞(B), uj(x) ↓ u(x).

Согласно предложению 1 uc (z) = uc (x+ iy) = u (x) , которая не зависит от переменных y ∈ Rny ,
является shm функцией, дважды гладкой в области D× iRny ⊂ Cn, uc(z) ∈ shm

(
D × iRny

)
∩C2

(
D × iRny

)
.

Применяя формулу усреднения (см. [11]) к функцию uc (z) = u(x) ∈ shm
(
B × iRny

)
∩ C2

(
B̄ × iRny

)
, в

шаре Bz =
{
z ∈ Cn : |z|2 < r

}
, r < 0, получим

r∫
−1

dt

∫
|z|2 ≤ 1+t

Hk
uc(z)dV ≤

n− k + 1

k
(C1 − C2)

∫
|z|2≤1+r

Hk−1
uc (z)dV. (11)

Так как Hk
uc(z) = 1

4k
Hk
u(x), z = x+ iy ∈ B × iRny , то

r∫
−1

dt

∫
|z|2 ≤ 1+t

Hk
u (x) dV (z) ≤ n− k + 1

k
(C1 − C2)

∫
|z|2≤1+r

Hk−1
u (x)dV (z) , 1 ≤ k ≤ n−m+ 1.
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Переходя здесь от кратных интегралов к повторным имеем

r∫
−1

dt

∫
|y|2≤1

dV (y)

∫
|x|2 ≤ 1+t−|y|2

Hk
u(x)dV (x) ≤

≤ n− k + 1

k
(C1 − C2)

∫
|y|2≤1

dV (y)

∫
|x|2 ≤ 1+r+|y|2

Hk−1
u (x) dV (x).

Лемма 2. В классе локально равномерно ограниченных функций L = {u(x) ∈ m−cv(D), |u(x)| ≤ 1},

семейство интегралов
∫
K

Hk
u(x)dV (x), u ∈ L, равномерно ограничены для любого компакта K ⊂ D, 1 ≤

k ≤ n−m+ 1, ∫
K

Hk
u(x)dV (x) ≤ C (K) , u ∈ L.

В самом деле, достаточно доказать лемме для L =
{
u(x) ∈ m− cv(B) ∩ C2

(
B̄
)
, |u(x)| ≤M, ∀x ∈ B

}
,

K ⊂⊂ B, где B = B (0, 1) ⊂⊂ D− шар. Воспользуемся формулой (10). Применяя ее для k, k − 1, ..., 1
получим

0∫
−1

dt1...

tk−2∫
−1

dtk−1

tk−1∫
−1

dtk

∫
|z|2 ≤ 1+tk

Hk
u(x)dV (z) ≤ (n− k + 1)!

k!
(2M)

k
V ol (Bz) .1 ≤ k ≤ n−m+ 1.

Левую часть формулы можно оценить снизу (для σ < 0)

0∫
−1

dt1...

tk−2∫
−1

dtk−1

tk−1∫
−1

dtk

∫
|z|2 ≤ 1+tk

Hk
u(x)dV (z) ≥

0∫
σ

dt1...

tk−2∫
σ

dtk−1

tk−1∫
σ

dtk

∫
|z|2 ≤ 1+σ

Hk
u (x) dV (z) ≥

≥
∫

|z|2 ≤ 1+σ

Hk
u(x) dV (z)

0∫
σ

dt1...

tk−2∫
σ

dtk−1

tk−1∫
σ

dtk =
|σ|k

k!

∫
|z|2 ≤ 1+σ

Hk
u (x) dV (z) .

Отсюда, ∫
|z|2 ≤ 1+σ

Hk
u(x) dV (z) ≤ (n− k + 1)!

|σ|k
(2M)

k
V ol (Bz) ,

а это означает, что семейство интегралов
∫

|x|2≤r

Hk
u(x)dV (x), u ∈ L, r < 1, равномерно ограничено. Лемма

доказана.
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REZYUME

Shavkat Arifjanovich Alimov tavalludining 80 yilligi va Ravshan Radjabovich Ashurovning 70 yillik
yubileyiga, ularning fan va ta’limga qo‘shgan ulkan xizmatlari e’tirofiga bag‘ishlanadi.

Mirzo Ulug‘bek nomidagi O‘zbekiston Milliy universiteti va O‘zbekiston Fanlar akademiyasining
V.I.Romanovskiy nomidagi Matematika instituti Xorazm bo‘limi matematiklari tomonidan m-
qavariq (m − cv) funksiyalarni o‘rganish uchun yangicha yondashuv ishlab chiqildi. Bu tadqiqot
usullari m-qavariq funksiyalarning m-subgarmonik (shm) funksiyalar bilan bog‘liqligiga asoslanadi.
O‘rnatilgan bu bog‘lanish orqali Hk (u) , k = 1, 2, ..., n −m + 1, Gessianlar chegaralangan m − cv
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funksiyalar sinfida Borel o‘lchovlari sifatida aniqlanishi mumkinligi ko‘rsatildi. Shuningdek, bu
o‘lchovlarning bir qator sodda xossalari isbotlandi.

Ushbu ishda bunday o‘lchovlarning yanada muhim xossalari isbotlanadi va shu jumladan
chegaralangan m − cv funksiyalar sinfida Hk (u) , k = 1, 2, ..., n − m + 1, Gessianlarning integral
o‘rtacha qiymatlari uchun tekis baholashlar olingan.

Kalit so‘zlar: m-subgarmonik funksiya, m-qavariq funksiya, Borel o‘lchovi, Gessian.

RESUME

Respectfully dedicated to the 80th anniversary of Shavkat Arifzhanovich Alimov and the 70th
anniversary of Ravshan Radzhabovich Ashurov in recognition of their outstanding contributions
to science and education.

A novel approach to studying m-convex (m− cv) functions has been developed by mathematicians
from the Khorezm branch of the V.I. Romanovskiy Institute of Mathematics of the Academy of
Sciences of Uzbekistan and the National University of Uzbekistan named after Mirzo Ulugbek. This
research method is based on the connection between m-convex functions and m-subharmonic (shm)
functions. Through this established connection, it was shown that Hk(u), k = 1, 2, . . . , n −m +
1, can be defined as Borel measures within the class of bounded m − cv functions. Several basic
properties of these measures were also proven.

In the present work, more significant properties of such measures are established, including uniform
estimates for the integral mean values of the Hessians Hk(u), k = 1, 2, . . . , n−m+ 1, within the
class of bounded m− cv functions.

Key words: m-subharmonic functions, m-convex functions, Borel measures, Hessians.
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СТАТИСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ И ПРОГНОЗИРОВАНИЕ ДИНАМИКИ
ЗАГОТОВЛЕННОГО ХЛОПКА СИРДАРЬИНСКОЙ ОБЛАСТИ В РЕСПУБЛИКЕ

УЗБЕКИСТАН

Файзиев А. А.
Ташкентский экономический и педагогический университет, Ташкент

fayziev.axtam@bk.ru

Аннотация
Упорядоченных количества случайных явлений, меняюшихся во времени, образует временной
ряд. В статье, методом статистического анализа временных рядов, изучена статистическая
закономерность yt-среднего объёма динамики заготовленного хлопка Сирдарьинской области
Республика Узбекистан (по материалам ЦСУ РУз за 2003-2024 годы). Построены, с 95% ной
гарантией точечные и интервальные оценки для среднего объёма динамики заготовленного
хлопка Сирдарьинской области, определена явные виды трендов и прогнозирована ожидае-
мого объёма хлопка в области для последующих лет. С помощью статистических критериев
Дарбина-Уотсона установлено, что средней объём хлопка в области имеет автокорреляционную
зависимость.

Ключевые слова: дискретный, хлопка, динамический, ряд, объем, тренд, сезонность, компо-
нента, линейный, наименьший, нормальный.

Введение. Почти в каждой области встречаются явления, которые важно изучать в их развитии и
изменении во времени. Можно, например, стремиться предсказать будущее на основании знания прошло-
го, управлять процессом, описать характерные особенности ряда на основании ограниченного количества
информации. При обработке временных рядов опираются на разработанные математической статисти-
кой, настоящему времени статистика располагает разнообразными методами анализа временных рядов
от самых элементарных до весьма сложных ([1, 2, 3, 4]).

Материалы и методы. В настоящей работе, проведена обработка и анализ среднего объёма ди-
намики заготовленного хлопка Сирдарьинской области, Республика Узбекистан за период наблюдений
2003-2024 годы, как {yt, t ∈ T} дискретный стационарный временный ряд.

В общем случае временной ряд {yt, t ∈ T} состоит из четырех составляющих : тренд; колебания
относительно тренда; эффект сезонности; случайная компонента .

В данной работе использована методы обработки и анализа временных рядов, такие, как методы
определения тренда, проверки нормальности и случайности, а также проверка автокорреляции, метод
скользящей средней, метод конечных разностей, метод наименьших квадратов, статистическая критерия
Дарбина – Уотсона и другие методы.

Используя методы статистического анализа временных рядов построены точечные и интервальные
оценки для средней объем хлопка области, определены явные виды трендов и прогнозирована средней
объем хлопка области для последующих лет, проверено различные статистические гипотезы.

Изучению и анализу динамических рядов посвящены работы: Андерсона[1], Кендала[2], Файзиева
[3] и другие.

Результаты и их обсуждение. Предположим, что средней объем хлопка Cирдарьин-ской обла-
сти Республика Узбекистан за период наблюдений, 2003-2024 годы образует стационарный дискретный
временный ряд. Используя выше изложенных методы статистического анализа временных рядов, постро-
им точечные и интервальные оценки для средней объем хлопка области, определим явные вид тренда и
прогнозирована объем хлопка для последующих лет, проверим различные статистические гипотезы.

На рисунки-1, с помощи опытных данных (таблица-1, стольба-3) геометрически изображены yt−
динамика средней объем заготовленного хлопка в Cирдарьинской области виде а) точечная график, б)
гистограмма с) круговая диаграмма :
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a)

b)

c)
Рисунок-1.

Геометрическое изображение наблюденных данных, система координат дают основание в первом
приближении, предполагать гипотезу что, трендовая часть процесса имеет линейную зависимость вида
y(t) = a1t+ a0. Где неизвестные параметры определяются методом наименьших квадратов т.е. на основа-
нии опытных данных, решая следующую систему нормальных уравнений:{

a0T + a1

∑
t =

∑
yt

a0

∑
t+ a1

∑
t2 =

∑
ytt

(1)

Решая система уравнение (1) и используя, вычисления по таблице-1, имеем

∑
yt = 2 978, 6 тысяча тонна, a0 =

1

T

∑
yt =

2 978, 6

13
= 229, 12

a1 =
1∑
t2

∑
ytt =

639

182
= 3, 51 тысяча тонна.
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Отсюда, находим уравнение линейного тренда (тенденция) заготовленного объема хлопка в Cирда-
рьинской области [1, 2, 3]:

y (t) = 3, 51 t+ 229, 12 (2)

Подставляя в уравнение (2) значение t = 1 находим ожидаемые объема хлопка Cирдарьинской области в
2025 году, будет в среднем 232, 63 тысяча тонна.

К расчету данных для определения тренда временного ряда.
Таблица-1
N п/п Годы наблю-

дения
yt–
Тысяча
тонна

t t2 ytt ytt
2

1 2012 248,2 -6 36 -1 489 8 935
2 2013 235,2 -5 25 -1 176 5 880
3 2014 243,1 -4 16 -972 3 890
4 2015 226,7 -3 9 -680 2 040
5 2016 212,4 -2 4 -425 850
6 2017 184,6 -1 1 -185 185
7 2018 162,2 0 0 0 0
8 2019 188,6 1 1 189 189
9 2020 190,4 2 4 381 762
10 2021 225,7 3 9 677 2 031
11 2022 243 4 16 970 3 882
12 2023 364,4 5 25 1822 9110
13 2024 254,5 6 36 1 527 9 162
Сумма 2 978,6 0 182 639 46 914

С помощью статистических критериев ([1]− [3]) установлено, что в уравнении (2) y(t) = a1t + a0

основная гипотеза H0 : a1 = 0 отвергается и принимается альтернативная гипотеза H1 : a1 6= 0 с
уровень значимости α = 0, 05. Следовательно, объем хлопка в Cирдарьинской области имеет линейный
тренд.

Многих задачах наблюдения, выборка наблюдения является статистически независимо, временных
рядах они, как правило, зависимы, и характер этой зависимости может определяться положением наблю-
дений в последовательности. Автокорреляцией пред-ставляет собой корреляционную зависимость между
последующими и предшествующими членами временного ряда.

Для дальнейшей исследование нам необходима вычислить следующие конечные разности по опыт-
ным данным. Обозначим,

∆Yt = Yt+1 − Yt, ∆2Yt = ∆Yt+1 −∆Yt, ∆3Yt = ∆2Yt+1 −∆2Yt конечные разности (таблица -2).
Составим таблица для расчету конечные разности.
Tаблица -2
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N
п/п

Годы
наблю-
дения

yt Yt2 ∆Yt ∆Yt2 ∆2Yt ∆2Yt2 ∆3Yt ∆3Yt2

1 2012 248,2 61 603,2
2 2013 235,2 55 319,0 -13,0 169,0
3 2014 243,1 59 097,6 7,9 62,4 20,9 436,8
4 2015 226,7 51 392,9 -16,4 269,0 -24,3 590,5 -45,2 2 043,0
5 2016 212,4 45 113,8 -14,3 204,5 2,1 4,4 26,4 697,0
6 2017 184,6 34 077,2 -27,8 772,8 -13,5 182,3 -15,6 243,4
7 2018 162,2 26 308,8 -22,4 501,8 5,4 29,2 18,9 357,2
8 2019 188,6 35 570,0 26,4 697,0 48,8 2 381,4 43,4 1 883,6
9 2020 190,4 36 252,2 1,8 3,2 -24,6 605,2 -73,4 5 387,6
10 2021 225,7 50 940,5 35,3 1 246,1 33,5 1 122,3 58,1 3 375,6
11 2022 243 58 854,8 16,9 285,6 -18,4 338,6 -51,9 2 693,6
12 2023 364,4 132 787,4 121,8 14 835,2 104,9 11 004,0 123,3 15 202,9
13 2024 254,5 64 770,3 -109,9 12 078,0 -231,7 53 684,9 -336,6 113 299

Сумма 2 978,6 712 087,5 6,3 31 124,6 -96,9 70 379,4 -252,6 145 183
По таблице- 2 вычислим

Vk =

T∑
t=k

(∆kyt)
2

(T − k)Ck2k
(3)

коэффициенты вариации разностей и установим, что V1 ≈ V2 ≈ V3 . Следовательно, конечные
разности первого порядка элиминируют линейную тенденцию.

Для определения коэффициентов автокорреляции RL при L = 1, 2, 3, 4, 5 (где: Lлаг, временной
сдвиг), т.е. промежуток времени отставания одного явления от другого, связанного с ним) составим
таблица-3 : Таблица-3

N п/п Годы
наблю-
дения

yt-
тысяча
тонна

Yt · Yt+1 Yt · Yt+2 Yt · Yt+3 Yt · Yt+4 Yt · Yt+5

1 2012 248,2
2 2013 235,2 58 376,6
3 2014 243,1 57 177,1 60 337,4
4 2015 226,7 55 110,8 53 319,8 60 337,4
5 2016 212,4 48 151,1 51 634,4 53 319,8 52 717,7
6 2017 184,6 39 209,0 41 848,8 51 634,4 43 417,9 45 817,7
7 2018 162,2 29 942,1 34 451,3 41 848,8 39 430,8 38 149,4
8 2019 188,6 30 590,9 34 815,6 34 451,3 42 755,6 45 848,7
9 2020 190,4 35 909,4 30 882,9 34 815,6 40 441,0 43 163,7
10 2021 225,7 42 973,3 42 567,0 30 882,9 41 664,2 47 938,7
11 2022 243 54 754,8 46 191,0 42 567,0 39 349,7 44 784,0
12 2023 364,4 88 403,4 82 245,1 46 191,0 68 725,8 59 105,7
13 2024 254,5 92 739,8 61 741,7 82 245,1 48 456,8 47 998,7
Сумма 2 978,6 633 338,5 540 035,1 478 293,4 416 959,6 372 806,5

Используя таблицу-3, формулы (4) из литературы [1, 2, 3] определяются значения коэффициентов
автокорреляции RL L = 1, 2, 3, 4, 5 (где: Lлаг, временной сдвиг):
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RL =

N−L∑
t=1

YtYt+L −

N−L∑
t=1

Yt
N∑

t=L+1

Yt

N−L√√√√√√
N−L∑
t=1

Y 2
t −

(
N−L∑
t=1

Yt

)2

N−L


 N∑
t=L+1

Y 2
t −

(
N∑

t=L+1

Yt

)2

N−L


(4)

Отличие (4) значения RL от нуля, даёт основание полагать, что между годовая объема хлопка
имеется существенная автокорреляционная зависимость.

Проверим статистическую гипотезу, о существования автокорреляционная зависимость между го-
довая объема хлопка с помощью критерия Дарбина – Уотсона :

d =

T−1∑
t=1

(Yt+1 − Yt)2/

T∑
t=1

Y 2
t (5)

Используя таблица-2 , по формуле (5) вычислим dнаб = 31124,6
712087,5 = 0, 044. Сравнивая их с табличным

значением(см. [3]-стр. 194, приложение-9) dкрит = 1, 06 установим, что dнаб = 0, 044 < dкрит = 1, 06. Следо-
вательно, критерия Дарбина – Уотсона 95% тоже гарантией доказывает, что средние объем заготовленного
хлопка в Cирдарьинской области имеет автокорреляционную зависимость

Yt = ρYt−1 + εt, ρ = Cov(Yt, Yt+1) = M [(Yt − yt)(Yt+1 − yt)].

Следовательно, заготовленная объем хлопка области в этом году, зависит от объема прошлых и
последующих лет.

Проверка статистическая гипотезы (6) о нормальности yt− среднего объема заготовленного хлопка
в Cирдарьинской области ([1]− [3]) :

H0 : P (yt < x) = Φ,σ(x), H1 : P (yt < x) 6= Φ,σ(x) (6)

принимается уровень значимости α = 0, 05 (Таблица-4).
Тогда с помощью следующие формулы построим интервальные оценка для yt− среднего объема

заготовленного хлопка в Cирдарьинской области:

Y T+i − t(T − 2;α)σy ≤ a0 + a1(T + i) ≤ Y T+i + t(T − 2;α)σy (7)

Значение tкрит. = t(T − 2;α) определяется по таблице Стъюдента (см. [3]-стр. 190, приложение-3). По
формула (6) построим с вероятностью 0.95 интервальная оценка для yt-среднего объема хлопка в Cирда-
рьинской области :

(199,14 ; 259,16 ) тысяча тонна.

На основании выборочных данных, используя пакет программа х7.2019 и Excel ЭВМ [3,4,5], вычислим
числовые характеристики yt− среднего объема заготовленного хлопка в Cирдарьинской области (таблица
- 4 ).

Оценка основных параметров динамического ряда.
Таблица - 4
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Выводы. На основании выше изложенных статистических анализов, динамики ежегодно yt− за-
готовленного хлопка в Cирдарьинской области республика Узбекистан как дискретный стационарный
временный ряда с надежностью γ = 0, 95 (таблица-4) можно сделать следующие выводы:

1. построена точечные 229, тысяча тонна и интервальные (199,14 ; 259,16 ) тысяча тонна статистиче-
ские оценки для среднего объема ежегодно yt- заготовленного хлопка в Cирдарьинской области;

2. определены виды тренда и установлена её линейность (t) = 3, 51 t+ 229, 12;

3. критерием Дарбина – Уотсона установлены что, средней объем заготовленного хлопка в Cирдарьин-
ской области имеет автокорреляционную зависимость:

Yt = ρYt−1 + εt, где ρ = Cov(Yt, Yt+1) = M [(Yt − yt)(Yt+1 − yt)].

т.е. объем заготовленного хлопка в этом году, зависит от объема заготовленных прошлых и после-
дующих лет.
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Annotatsiya

Vaqt o‘tishi bilan o‘zgarib turadigan tasodifiy hodisalarning tartiblangan ketma-ketligi vaqtli
(dinamik)qatorni hosil qiladi. Maqolada dinamik qatorlarni statistik tahlil qilish usullariidan
foydalanib, O‘zbekiston Respublikasi Sirdaryo viloyatida (yt)-o‘rtacha yillik terib olingan paxta
hajmi dinamikasini statistik qonuniyatlari (O‘zSTAT boshqarmasining 2003-2024 yillardagi
ma’lumotlari asosida) o‘rganilgan. Sirdaryo viloyatida terib olingan paxtaning o‘rtacha dinamikasi
hajmining nuqta va intervalli hisob-kitoblari 95 % li kafolat bilan tuzilib, tendensiyalarning aniq
turlari belgilab olindi, keyingi yillar uchun viloyatda paxta yetishtirishning kutilayotgan hajmi
prognoz qilindi. Durbin-Vatson statistik mezonlaridan foydalanib, mintaqadagi paxtaning o‘rtacha
hajmi avtokorrelyatsion bog‘liqlikka ega ekanligi aniqlandi.

Kalit so‘zlar: diskret, paxta, dinamik, qator, hajm, trend, mavsumiylik, komponent, chiziqli, eng
kichik, normal.

Abstract

An ordered number of random events changing over time forms a time series. In the article, using
the method of statistical analysis of time series, the statistical regularity of (yt)-average volume of
dynamics of harvested cotton in the Sirdarya region of the Republic of Uzbekistan (based on the
materials of the Central Statistical Bureau of the Republic of Uzbekistan for 2003-2024) is studied.
Point and interval estimates for the average volume of dynamics of harvested cotton in the Sirdarya
region have been constructed with a 95% guarantee, clear types of trends have been determined,
and the expected volume of cotton in the region for subsequent years has been predicted. Using the
Durbin-Watson statistical criteria, it has been established that the average volume of cotton in the
region has an autocorrelation dependence.

Key words: discrete, cotton, dynamic, series, volume, trend, seasonality, component, linear, least,
normal.


